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06.	 (UFU-MG–2006) Sejam f:  →  e g:  →  funções tais 

que (f o g)(x) = 10x – 1 e g(x) = –5x + 2. Sabendo-se 

que o gráfico de f é uma reta, assinale a única alternativa 

INCORRETA.

a)	 f
�

�

�

�
�

�

�
�  = 0

b)	 f é decrescente.

c)	 f
�

�

�

�
�

�

�
�  = 4

d)	 O coeficiente angular do gráfico de f é –2.

07.	 (UFES) A função cujo gráfico está representado na figura  

a seguir tem inversa.

y

xO

O gráfico de sua inversa é

A)	 y

xO

				  

B)	 y

xO

				  

C)	 y

xO

D) y

xO

E)	 y

x
O

08.	 (UFMG) Sejam f:  →  e g:  – {0} →  funções tais que 

f(x) = x + 1 e g(x) = 
� �

�

� +
. Então, pode-se afirmar que

A)	 f = g

B)	 g o f está definida em .

C)	 (f o g)(x) = x + 2, ∀ x ∈ 

D)	 f(x) > 0 e g(x) > 0, ∀ x > –1

E)	 f(x) < 0 e g(x) < 0, ∀ x < –1

09.	 (UFRJ) Seja f:  →  uma função definida por f(x) = ax + b. 

Se o gráfico da função f passa pelos pontos A(1, 2) e 

B(2, 3), a função f –1 (inversa de f) é

A)	 f –1(x) = x + 1			 

B)	 f –1(x) = –x + 1		

C)	 f –1(x) = x – 1 

D)	 f –1(x) = x + 2

E)	 f –1(x) = –x + 2

10.	 (FEI-SP) Se f(2x + 3) = 4x2 + 6x + 1, ∀ x ∈ , então  

f(1 – x) vale

A)	 2 – x2					   

B)	 2 + x2					   

C)	 x2 + 2x – 4

D)	 3x2 – 2x + 4

E)	 x2 + x – 1

11.	 (UFU-MG–2009) Sejam f:  →  e g:  →  duas funções 

cujos gráficos estão esboçados a seguir:

y

f

g

6
4

2

xO 2 4

Definindo h:  →  por h(x) = f(x) – g(x), é CORRETO 

afirmar que

A)	 (f o h)(4) = g–1(4).

B)	 a função h nunca se anula.

C)	 (f o h)(0) = (g o h)(0).

D)	 h é crescente no intervalo ]–∞, 2].
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12.	 (Cesgranrio) Com a função f(x), representada no gráfico 

a seguir, e com a função g(x), obtém-se a composta  

g(f(x)) = x. A expressão algébrica que define g(x) é

y

x

f(x)

O

–1

1
4

A)	 − −x
4

1

4
				  

B)	 − +x
4

1

4
				  

C)	
x

4

1

4
+

D)	 x

4

1

4
–

E)	
x

4
1+

13.	 (UFJF-MG–2007) Seja f:  → , dada por f(x) = ax – 8 

e tal que f(f(1)) > 1. O MENOR valor inteiro positivo 

possível para a é

A)	 um número ímpar.		

B)	 um número primo.		

C)	 um múltiplo de 3.

D)	 um múltiplo de 5.

E)	 um múltiplo de 7.

14.	 (UFTM-MG–2008) As retas r e s são simétricas com 

relação à reta y = x. Se a equação de r é y = ax + b, 

com a ≠ 0 e b ≠ 0, então a equação de s é

A)	 y = 
x

a
 + b				 

B)	 y = –
x

a
 + b			 

C)	 y = –
x

a
 – b

D)	 y = 
x

a
 + 
b

a

E)	 y = 
x

a
 – 
b

a

15.	 (UFU-MG–2008) Sejam f e g duas funções reais definidas 

para todo número real. Se f é dada por f(x) = 2x + 1 – 3 

e a função composta f o g, por (f o g)(x) = x2 + 1, então 

o valor de g(–2).g(2) é igual a

A)	 4						    

B)	 8						    

C)	 16 

D)	 32

16.	 (UFU-MG–2006) Seja f a função real de variável real cujo 

gráfico está representado na figura a seguir. Sejam 

g a função inversa de f e h a função definida por  

h(x) = –g(–x). Assinale a alternativa que corresponde ao 

gráfico da função h.

y

α
x1

–1

O

A) y

α

x

1

O 1

    

B) 

α

y

x1
–1

O

  

C) 

α

y

x

1
1

O

D) 

α

y

x1–1

O

Função composta e função inversa
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Seção Enem

01.	 A figura a seguir indica as trajetórias de dois robôs, 

Sojourner e Opportunity, utilizados pela Agência Espacial  

Americana no projeto de exploração científica do planeta 

Marte. Considere que os dois robôs tenham partido, 

simultaneamente, de pontos distintos da superfície de 

Marte, com a mesma velocidade e em trajetória retilínea, 

em uma missão de exploração. Cada um dos robôs é 

controlado por um operador na Terra.

Nordeste

Norte

SulSudoeste

Oeste Leste

Ponto de
partida
(Robô 
Opportunity)

Ponto de 
partida
(Robô 
Sojourner)

O

Sabe-se que o robô Sojourner intercepta a linha norte-sul  

a 4 km ao norte do ponto de referência O, e intercepta 

a linha leste-oeste a 2 km a oeste desse mesmo ponto 

de referência. Considerando-se que a trajetória do robô 

Opportunity seja simétrica à trajetória do robô Sojourner 

em relação à linha sudoeste-nordeste, e que não ocorram 

imprevistos que atrasem os robôs, pode-se afirmar que 

os mesmos irão se encontrar a, aproximadamente,

(Considere: ¹2≈1,4)

A)	 1,4 km do ponto O.			 

B)	 2,8 km do ponto O.			 

C)	 4,2 km do ponto O.

D)	 5,6 km do ponto O.

E)	 7,0 km do ponto O.

02.	 Uma das etapas da implementação de uma rotina de 

programação de computadores consiste na determinação 

de um parâmetro ϕ. Esse parâmetro é obtido da 

seguinte forma:

•  Um dado de entrada x é inserido no programa.

•  Multiplica-se x por 8.

•  Adiciona-se 11 ao resultado anterior.

Em uma etapa subsequente, o programador calcula 

um parâmetro σ, utilizando o valor de ϕ calculado 

anteriormente, do seguinte modo:

•  Adiciona-se 13 ao valor de ϕ.

•  Eleva-se o valor obtido ao quadrado.

Um programador decidiu determinar o parâmetro σ 

em uma única etapa, a partir do dado de entrada x. 

A expressão matemática correspondente a essa operação é

A)	 σ = 64(x2 + 6x + 9)

B)	 σ = 64(x2 + 11x + 13)

C)	 σ = 64(x2 + 9)

D)	 σ = 64(x2 – 3x + 12)

E)	 σ = 64(4x2 + 6x + 9)

Gabarito

Fixação
01.	 D	 02.	 A	 03.	 E	 04.	B	  05.	B

Propostos
01.	 C					     09.	 C

02.	 C					     10.	 E

03.	 E					     11.	 C

04.	 D					     12.	 C

05.	 C					     13.	 D

06.	 C					     14.	 E

07.	 D					     15.	 A

08.	 E					     16.	 D

Seção Enem
01.	 D	 02.	 A	

Frente C Módulo 06
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MóduloMatemática
Polígonos 05 D
polígono

Um polígono é uma figura geométrica plana formada 

por segmentos de reta (não colineares dois a dois), tais 

que cada extremidade de qualquer um deles é comum a 

apenas um outro.

A seguir, temos um polígono com seis lados (hexágono) 

e seus principais elementos:

A

B

C

D

EF

 diagonal

 vértice

 ângulo externo

 ângulo interno

 lado

A tabela a seguir mostra os nomes que recebem os 

polígonos, conforme o seu número n de lados (ou de vértices).

Nº de lados
(Nº de vértices) Nome do polígono

3 Triângulo

4 Quadrilátero

5 Pentágono

6 Hexágono

7 Heptágono

8 Octógono

9 Eneágono

10 Decágono

11 Undecágono

12 Dodecágono

15 Pentadecágono

20 Icoságono

Aos demais polígonos, não daremos nomes especiais, 

referindo-nos a eles explicitando o seu número de lados.

Polígono convexo
Observe que a reta r que contém o lado AB do hexágono 

a seguir isola em um mesmo semiplano todos os demais 

lados do hexágono.

AB

C

D E

F

r

O mesmo acontece com as retas que contêm qualquer 
um dos outros lados. Por isso, dizemos que esse hexágono 
é convexo.

Um polígono é convexo se, e somente se, as retas que 
contêm qualquer um de seus lados deixam todos os demais 
lados contidos em um mesmo semiplano.

Observando o polígono ABCDEFG, constatamos que ele não 
é convexo, pois a reta r que contém o lado AB não deixa os 
demais lados contidos em um mesmo semiplano. O polígono 
que não é convexo é denominado polígono côncavo.

A

BG

C D

EF

r

Polígono regular
Um polígono convexo que possui todos os lados congruentes 

entre si (equilátero) e todos os ângulos internos congruentes 
entre si (equiângulo) é chamado de polígono regular.

Triângulo regular
(triângulo equilátero)

Quadrilátero regular
(quadrado)

Hexágono regular
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DiAGoNAiS E SoMA DoS 
ÂNGuLoS iNTERNoS E ExTERNoS

se um polígono tem n lados, n ≥ 3, então 

ele possui 
n n( )−3
2

 diagonais.
d = 

n n( )−3
2

A soma das medidas dos ângulos internos 

de um polígono convexo de n lados é 

(n – 2)180º.

si = (n – 2)180º

A soma das medidas dos ângulos externos 

de um polígono convexo é 360º.
se = 360º

CiRCuNFERêNCiAS 
CiRCuNSCRiTA E iNSCRiTA EM 
PoLíGoNoS REGuLARES

Todo polígono regular admite a circunferência circunscrita 

(aquela que passa por todos os vértices do polígono) e a 

circunferência inscrita (aquela que tangencia todos os lados 

do polígono). Essas duas circunferências têm o mesmo 

centro o, chamado também de centro do polígono regular.

vamos estudar o cálculo das medidas dos raios das 

circunferências circunscrita e inscrita em alguns polígonos 

regulares. Ao raio da circunferência inscrita em um polígono 

regular, damos o nome de apótema.

Quadrado
A medida da diagonal de um quadrado de lado l é l¹2. 

Portanto, temos:

R

R

O

�

�

Raio r da circunferência circunscrita: R = 
l 2

2

  

r

r

O �

Raio r da circunferência inscrita (apótema): r = 
l

2

Triângulo equilátero

A medida da altura h de um triângulo equilátero de lado l 

é 
l 3

2
. Como no triângulo equilátero as alturas estão 

contidas nas mediatrizes e coincidem com as bissetrizes 
e com as medianas, temos que o ponto comum às alturas 
é circuncentro (centro da circunferência circunscrita), 
é, também, incentro (centro da circunferência inscrita) e, 
também, é baricentro (divide cada mediana na razão 2 
para 1).

R

O

� h

2
3
.h

Raio r da circunferência circunscrita:

R h R= ⇒ =2
3

2
3

3
2

. .
l

  ⇒   R = l 3

3

O

r

�
h

1
3
.h

Raio r da circunferência inscrita:

r h r= ⇒ =1
3

1
3

3
2

. .
l

  ⇒   r = l 3

6

Hexágono regular
Os vértices de um hexágono regular dividem a circunferência 

circunscrita em seis arcos congruentes; logo, cada um desses 
arcos mede 60º. Assim, o ângulo central correspondente a 
cada um desses arcos também mede 60º.

O

R

60º

R

A E

B D

C

F

�
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Polígonos

Como AO = Ob e AOB = 60º, temos que OAb = OBA = 60º e, 
portanto, o triângulo AOb é equilátero. sendo l a medida 
do lado desse hexágono, concluímos que o raio r da 
circunferência circunscrita é:

R = l

vamos analisar o caso em que a circunferência está inscrita 

em um hexágono regular.

O

r

A B

E D

F C

�

� �

Como r é a medida da altura de um triângulo equilátero 

de lado l, então o raio r da circunferência inscrita (apótema) 
mede:

r = 
l 3

2

ÂNGuLoS EM PoLíGoNoS 
REGuLARES
Ângulo cêntrico

Todos os ângulos cêntricos de um polígono regular são 

congruentes. Então, a medida de cada um deles é dada por:

ac = 
360º

n

Ângulo interno
Como o polígono regular possui os n ângulos congruentes, 

a medida de cada um deles é dada por:

ai = 
S

n

n

n
i =
( ) º−2 180

Ângulo externo
Como todos os ângulos externos são congruentes, 

a medida de cada um dos n ângulos externos é dada por:

ae = 
S

n n
e =
360º

ExERCíCioS DE FixAção
01. (UNITAU-sP) O polígono regular convexo em que o 

número de lados é igual ao número de diagonais é o

A) dodecágono.   D) hexágono.

b) pentágono.   E) heptágono.

C) decágono.

02. (PUC Rio) Os ângulos internos de um quadrilátero medem 

3x – 45, 2x + 10, 2x + 15 e x + 20 graus. O MENor 

ângulo mede

A) 90°      D) 105°

b) 65°      E) 80°

C) 45°   

03. (UFSCar-SP) A fi gura 1 representa um determinado 

encaixe no plano de 7 ladrilhos poligonais regulares 

(1 hexágono, 2 triângulos, 4 quadrados), sem 

sobreposições e sem cortes.

Figura 1 Figura 2

Em relação aos 6 ladrilhos triangulares colocados 

perfeitamente nos espaços da fi gura 1, como indicado 

na fi gura 2, é CorrEto dizer que

A) 2 são triângulos equiláteros e 4 são triângulos 
isósceles de ângulo da base medindo 15°.

b) 2 são triângulos equiláteros e 4 são triângulos 
isósceles de ângulo da base medindo 30°.

C) 2 são triângulos isósceles de ângulo da base medindo 
50° e 4 são triângulos isósceles de ângulo da base 
medindo 30°.

D) 2 são triângulos equiláteros e 4 são triângulos 
retângulos isósceles.

E) 2 são triângulos equiláteros e 4 são triângulos 
escalenos.

04. (Mackenzie-sP) Os ângulos externos de um polígono 

regular medem 20°. Então, o número de diagonais desse 

polígono é

A) 90      D) 135

b) 104     E) 152

C) 119

05. (UFU-MG) sabendo-se que um polígono regular de n lados 

está inscrito num círculo de raio 1 e que o polígono possui 

9 diagonais, ENCoNtrE a medida do comprimento de 

seu lado.
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Exercícios Propostos 
01.	 (PUC Rio) Um polígono regular de n lados tem 

90 diagonais. O valor de n é

A)	 10		B  )	 12		  C)	 15		  D)	 20		  E)	 21

02.	 (Cesgranrio) Se um polígono convexo de n lados tem 

54 diagonais, então n é

A)	 8		B  )	 9		  C)	 10		  D)	 11		  E)	 12

03.	 (UFJF-MG) Prolongando-se os lados AB e CD de um 

polígono convexo regular ABCD..., obtém-se um ângulo de 

132° conforme ilustra a figura. De acordo com o número 

de lados, esse polígono é um

A B

C

D

132º

A)	 octógono.				    D)	 pentadecágono.

B)	 decágono.				    E)	 icoságono.

C)	 undecágono.

04.	 (Unificado-RJ) ABCDE é um pentágono regular convexo. 

O ângulo das diagonais AC e AD vale

A)	 30°		B )	 36°		 C)	 45°		 D)	 60°		 E)	 72°

05.	 (PUC-SP) A figura mostra um hexágono regular de lado a. 

A diagonal AB mede

A

B

A)	 2a						      D)	 a 3

B)	 a 2 					     E)	
2 2

3

a

C)	
a 3

2

06.	 (UFES) Na figura, as retas r e s são paralelas. A soma  

α + β + γ + δ dos ângulos indicados na figura é

r

s

β

γ
δ

α

A)	 180°					     D)	 480°

B)	 270°					     E)	 540°

C)	 360°

07.	 (UFES) Um polígono regular possui, a partir de cada um de 

seus vértices, tantas diagonais quantas são as diagonais 

de um hexágono. Cada ângulo interno desse polígono 

mede, em graus,

A)	 140					     D)	 160

B)	 150					     E)	 170

C)	 155

08.	 (FUVEST-SP) Na figura a seguir, ABCDE é um pentágono 

regular. A medida, em graus, do ângulo α é

B E

DC

A

α

A)	 32		B  )	 34		  C)	 36		  D)	 38		  E)	 40

09.	 (Unifor-CE–2007) Os lados de um octógono regular são 

prolongados até que se obtenha uma estrela. A soma das 

medidas dos ângulos internos dos vértices dessa estrela é

A)	 180°	B )	 360°	 C)	 540°	 D)	 720°	 E)	 900°

10.	 (Mackenzie-SP) Na figura, ABCDE é um pentágono regular, 

EF é paralelo a AB e BF é paralelo a AE. A medida do 

ângulo a é

E

A

B

F

D C

α

A)	 72°					    D)	 76°

B)	 54°					    E)	 36°

C)	 60°				 

11.	 (ITA-SP) De dois polígonos convexos, um tem a mais que 

o outro 6 lados e 39 diagonais. Então, a soma total dos 

números de vértices e de diagonais dos dois polígonos 

é igual a

A)	 63		B  )	 65		  C)	 66		  D)	 70		  E)	 77

12.	 (UFU-MG) Considere um polígono regular de n lados, 

circunscrito a um círculo de raio 1 cm. O valor de n, para 

que o lado desse polígono tenha medida 2 cm, é igual a

A)	 8		B  )	 6		  C)	 5		  D)	 4

13.	 (PUC-SP) Cada ângulo interno de um decágono regular 

mede

A)	 36°		B )	 60°		 C)	 72°		 D)	 120°	 E)	 144°
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14.	 (UEL-PR) Se um círculo de 5 cm de raio está inscrito 

em um hexágono regular, o perímetro do hexágono,  

em centímetros, é igual a

A)	 20¹3					     D)	 12¹3
B)	 18¹3					     E)	 9¹2
C)	 15¹2

15.	 (UFSCar-SP) Um polígono regular com exatamente 

35 diagonais tem

A)	 6 lados.				    D)	 12 lados.

B)	 9 lados.				    E)	 20 lados.

C)	 10 lados.

16.	 (Unicamp-SP) O polígono convexo cuja soma dos ângulos 

internos é 1 440° tem, exatamente,

A)	 15 diagonais.			   D)	 30 diagonais.

B)	 20 diagonais.			   E)	 35 diagonais.

C)	 25 diagonais.

17.	 (FUVEST-SP) Dois ângulos internos de um polígono 

convexo medem 130° cada um e os demais ângulos 

internos medem 128° cada um. O número de lados do 

polígono é

A)	 6		B  )	 7		  C)	 13		  D)	 16		  E)	 17

18.	 (VUNESP) A distância entre dois lados paralelos de um 

hexágono regular é igual a 2¹3 cm. A medida do lado 

desse hexágono, em centímetros, é

A)	 ¹3		B  )	 2		  C)	 2,5		 D)	 3		  E)	 4

19.	 (Unifor-CE) A figura a seguir é formada por losangos, 

todos congruentes entre si. A medida x do ângulo 

assinalado é

x

A)	 100°	B )	 90°		 C)	 80°		 D)	 70°		 E)	 60°

20.	 (UFSC–2006) Considere um hexágono equiângulo (ângulos 

internos iguais) no qual quatro lados consecutivos medem 

20 cm, 13 cm, 15 cm e 23 cm, conforme figura a seguir. 

CALCULE o perímetro do hexágono.
20

13

15

23

E

A B

C

D

F

Seção Enem
01.	 (Enem–2002) Na construção civil, é muito comum 

a utilização de ladrilhos ou azulejos com a forma de 

polígonos para o revestimento de pisos ou paredes. 

Entretanto, não são todas as combinações de polígonos 

que se prestam a pavimentar uma superfície plana, sem 

que haja falhas ou superposições de ladrilhos, como 

ilustram as figuras:

Figura 1: Ladrilhos retangulares que pavimentam o plano.

Figura 2: Heptágonos regulares não pavimentam o plano  

(há falhas ou superposição).

A tabela traz uma relação de alguns polígonos regulares, 

com as respectivas medidas de seus ângulos internos.

Nome Triângulo Quadrado Pentágono Hexágono Octógono Eneágono

Figura

60º 90º 108º 120º 135º 140º
Ângulo
interno

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinação de dois 

tipos diferentes de ladrilhos entre os polígonos da tabela, 

sendo um deles octogonal, o outro tipo escolhido deverá 

ter a forma de um

A)	 triângulo.				  

B)	 quadrado.				  

C)	 pentágono.

D)	 hexágono.

E)	 eneágono.
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02.	 As aranhas são notáveis geômetras, já que suas teias 
revelam variadas relações geométricas. No desenho,  
a aranha construiu sua teia de maneira que essa é 
formada por hexágonos regulares igualmente espaçados. 
A aranha anda sobre o fio de sua teia e percorre 2 cm a 
cada meio segundo. Qual é o menor tempo que a aranha 
deve gastar, andando ao longo da teia, para alcançar o 
infeliz inseto, que permanece imóvel?

8 cm
2 cm

A)	 1,5 segundo				    D)	 3,0 segundos

B)	 2,0 segundos				    E)	 6,0 segundos

C)	 2,5 segundos

03.	 Rolamento é um tipo de rolete usado para reduzir o atrito 
nas partes móveis de uma máquina. Como exemplo, 
podemos citar o eixo e a roda de carros, motos, bicicletas 
e outros. Observe a figura a seguir:

As esferas são separadas
por um espaçador

Quando a roda gira em torno do seu eixo, as esferas giram 
dentro do rolamento, em torno de seu centro, reduzindo, 
assim, o atrito entre eles. Observe, na ilustração a seguir, 
o polígono regular formado pelos centros das esferas. 
Sabe-se que todas as esferas possuem o mesmo raio (r) 
e são igualmente espaçadas. Na confecção do rolamento, 
podemos afirmar que

C1

P1

a

r

Os espaços entre as esferas
estão representados por r

r

r rr
r

α

O

Cn

Cn-1

C3

C2

A)	 o ângulo a formado para um rolamento de exatamente 
8 esferas é de 22,5°.

B)	 para um rolamento de exatamente 8 esferas, o valor 
de a mede 2r. 

C)	 o polígono formado pelos centros das esferas possui 
soma dos ângulos internos igual a 1 800º, quando o 
rolamento possui exatamente 10 esferas.

D)	 para um rolamento de exatamente 6 esferas, o valor 
de a mede 2r.

E)	 no rolamento de 6 esferas, o ângulo central  
mede 90°.

Gabarito

Fixação
01.	B

02.	B

03.	 D

04.	 D

05.	 1

Propostos
01.	 C

02.	 E

03.	 D

04.	B

05.	 D

06.	 E

07.	B

08.	 C

09.	 D

10.	 A

11.	B

12.	 D

13.	 E

14.	 A

15.	 C

16.	 E

17.	B

18.	B

19.	 C

20.	 99 cm

Seção Enem
01.	B	

02.	 C	

03.	 D
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sendo C um ponto de um plano α e r uma medida positiva, 

chama-se circunferência de centro C e raio r o conjunto dos 

pontos do plano α que distam de C a medida r.

Ponto exterior 
à circunferência

Ponto pertencente 
à circunferência

Ponto interior 
à circunferência

C

r

A reunião de uma circunferência com o conjunto de seus 

pontos interiores é chamada de círculo.

C

r

Círculo

Arcos e cordas
Dois pontos a e B de uma circunferência dividem-na em 

duas partes chamadas arcos. O segmento de reta AB é 

chamado de corda. Uma corda que passa pelo centro C da 

circunferência é chamada de diâmetro.

A

B

A

C C C

B

A

B

PERíMETRo DA CiRCuNFERêNCiA

Todas as circunferências são semelhantes entre si.

Por isso, a razão entre a medida C do comprimento 

(perímetro) de uma circunferência e a medida 2r de seu 

diâmetro é constante, isto é:

C

r2
 = constante

A constante 
C

r2
 é simbolizada pela letra grega p (pi), 

e sabe-se, hoje, que essa constante é um número irracional, 

isto é, tem infi nitas casas decimais e não é periódica:

p = 3,14159265...

Da sentença 
C

r2
 = p, conclui-se que:

C = 2pr

Portanto, o perímetro de uma circunferência é igual ao 

produto da medida do diâmetro por p.

PoSiçõES RELATiVAS ENTRE 
RETA E CiRCuNFERêNCiA

Uma reta r e uma circunferência λ, contidas em um mesmo 

plano, admitem as seguintes posições relativas:

Exterior
r é exterior a λ quando não há ponto comum entre elas.

r

C

λ

Secante

Uma secante a uma circunferência é uma reta que 

intercepta a circunferência em dois pontos distintos.

r
A

B

C

Dizemos que a reta e a circunferência são secantes.
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Propriedades da secante

s

λ

A BM

C

rr

i)	S e uma reta s, secante a uma circunferência λ (C, r), 
intercepta λ em dois pontos distintos A e B e se 

M é o ponto médio da corda AB, então a reta CM
é perpendicular à secante s (ou perpendicular 

à corda AB).

ii)	 Se uma reta s, secante a uma circunferência λ (C, r), 
intercepta λ em dois pontos distintos A e B, então 
a reta perpendicular à s, conduzida pelo centro C, 
passa pelo ponto médio da corda AB.

Tangente
Uma tangente a uma circunferência é uma reta que 

intercepta a circunferência num único ponto, denominado 
ponto de tangência.

t

C

T

λ

Propriedade da tangente
Toda reta é perpendicular a um raio na extremidade da 

circunferência se, e somente se, é tangente à circunferência.

t
r

C

T

λ

Posições relativas entre 
duas circunferências

Duas circunferências l1 e l2, de centros C1 e C2 e de raios 
r1 e r2, contidas em um mesmo plano, admitem as posições 
relativas a seguir:

Externas: quando todos os pontos de qualquer uma delas 
são externos à outra.

r1

d

C1

C2

r2

λ1 λ2

Uma interna à outra: quando todos os pontos de uma 
delas são internos à outra.

d
C1 C2

λ1 λ2

Secantes: quando têm exatamente dois pontos distintos 
em comum.

d

P

Q

C2
C1

λ2λ1

Tangentes: quando têm um único ponto em comum.

d dT
T

C2 C2
C1

C1

λ1
λ1

λ2 λ2

Em duas circunferências tangentes, os centros C1 e C2 e 

o ponto de tangência T são colineares.

Coincidentes: quando possuem todos os seus pontos 

em comum.

λ1 ≡ λ2

C1 ≡ C2

Quadriláteros 
Circunscritíveis e 
Inscritíveis

Segmentos tangentes 
Se de um ponto P conduzimos os segmentos PA e PB, 

ambos tangentes a uma circunferência, com A e B na 

circunferência, então PA ≡ PB.

A

B

PC
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Quadrilátero circunscrito
Um quadrilátero convexo é circunscrito a uma circunferência 

se, e somente se, seus quatro lados são tangentes à 

circunferência.

A

B

D

C

O

A soma de dois lados opostos é igual à soma dos 

outros dois.

Quadrilátero inscrito
Um quadrilátero convexo é inscritível se, e somente se, 

tem os vértices numa circunferência.

A

B

D

C
O

Os ângulos opostos são suplementares.

ÂNGuLoS NA CiRCuNFERêNCiA

Ângulo central de uma 
circunferência

Todo ângulo cujo vértice é o centro de uma circunferência 

é chamado de ângulo central dessa circunferência.

A

α = Ângulo central

A¹B = Arco determinado
        pelo ângulo central

B

C α

α = A¹b

Defi ne-se a medida, em graus, de um arco de circunferência 

como sendo a medida do ângulo central que o determina. 

Exemplo:
A

60º m(ACB) = m(A¹B) = 60º

B

C

Ângulo inscrito em uma 
circunferência

Todo ângulo cujo vértice pertence a uma circunferência e 

os lados são secantes a ela é chamado de ângulo inscrito 

dessa circunferência.

α = Ângulo inscrito

A¹B = Arco determinado
        pelo ângulo inscrito

A

B

V α

A medida do ângulo inscrito é metade da medida 
do ângulo central correspondente.

Demonstração:

Traçando o ângulo central β e o diâmetro VD passando 

por C, temos:

A

B

V
C

α
β

    

e

    

A

D

B

V
C

α β

Observe que os triângulos CvA e Cvb são isósceles, 

portanto, CVA = CAv e CVb = CBv.

No triângulo CvA, ACD é ângulo externo, assim

ACD = CVA + CAv = 2.CVA ⇒ CVA = 
A DC
2

No triângulo Cvb, bCD é ângulo externo, assim:

bCD = CVb + CBv = 2.CVb ⇒ CVb = 
B DC
2

Como α = CVA + CVb = 
A DC
2

 + 
B DC
2

 ⇒

α = 
1
2

.(ACD + bCD) ⇒

α = 
β
2
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Ângulo de segmento
Todo ângulo cujo vértice pertence a uma circunferência, 

sendo um lado tangente e o outro secante à circunferência, 
é chamado de ângulo de segmento.

A

B

V

C

α
β

Um ângulo de segmento e um ângulo central que 
determinam o mesmo arco são chamados de ângulos 
correspondentes dessa circunferência.

A medida do ângulo de segmento é metade da medida 
do ângulo central correspondente. 

Demonstração:

A

B

V

C

α
β

O ângulo CVA é complementar de AVb.

Logo, m(CVA) = 90º – α. 

Como o triângulo CvA é isósceles, pois CV ≡ CA, então 

CVA = CAV = 90º – α. Assim, pela soma dos ângulos 

internos do DCvA:

β + 90º – α + 90º – α = 180º ⇒ 2α = β ⇒

α = 
β
2

Ângulo excêntrico
interior

se o vértice de um ângulo é interior à circunferência e não 
coincide com o centro da mesma, esse ângulo é chamado 
ângulo excêntrico interior.

A medida de um ângulo excêntrico interior é igual à 
semissoma das medidas dos arcos interceptados por 
ele e por seu oposto pelo vértice.

A

B

C

D

P O
α

         

α = 
AB CD +
2

Exterior
se o vértice de um ângulo é exterior à circunferência e seus 

lados são secantes a ela, esse ângulo é chamado ângulo 

excêntrico exterior.

A medida de um ângulo excêntrico exterior é igual 

à semidiferença das medidas dos arcos que ele 

intercepta.

A

B

C

D

P α O

α = 
AB CD −
2

RELAçõES MéTRiCAS NA 
CiRCuNFERêNCiA

Ponto interior à circunferência

se, em uma circunferência, duas cordas AB e CD 

concorrem em um ponto P, então:

PA.Pb = PC.PD

A

B

C

D

P

A

B

C

D

P

Demonstração:

Observe que os triângulos APC e DPb são semelhantes, 

pelo caso AA (PAC e PDb são ângulos inscritos que 

determinam o mesmo arco, e APC e DPb são opostos pelo 

vértice). Assim, temos a proporção:

PA
PD

PC
PB

=  ⇒ PA.Pb = PC.PD
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Ponto exterior à circunferência
i) se duas retas secantes Ab e CD, concorrentes em P,

interceptam uma circunferência em a, B, C e D, 

conforme a fi gura a seguir, então:

PA.Pb = PC.PD

A
B

C
D

P O
A

B

C
D

P O

Demonstração:

Observe que os triângulos PAD e PCb são semelhantes, 

pelo caso AA (AP̂C é ângulo comum aos dois triângulos, 

e Pb̂C e PD̂A são ângulos inscritos que determinam o mesmo 

arco). Assim, temos a proporção:

PA
PC

PD
PB

=  ⇒ PA.Pb = PC.PD

ii)  se uma reta secante Ab e uma tangente PT , 

concorrentes em P, interceptam uma circunferência 

em a, B e t, conforme a fi gura a seguir, então:

(PT)2 = PA.Pb

A
B

T T

P C

A
B

P C

Demonstração:

Observe que os triângulos PAT e PTb são triângulos 

semelhantes, pelo caso AA (AP̂T é um ângulo comum aos 

dois triângulos; e Pb̂T, inscrito na circunferência, e PT̂A, 

ângulo de segmento, determinam o mesmo arco). Assim, 

temos a proporção:

PT
PA

PB
PT

=  ⇒ (PT)2 = PA.Pb

ExERCíCioS DE FixAção
01. (UFMG) Observe a fi gura. 

S

P
R

45°

18°

Q

38°

suponha que as medidas dos ângulos PSQ, QSR, 

sPR, assinalados na figura, sejam 45°, 18° e 38°, 

respectivamente. A medida do ângulo PQs, em graus, é

A) 38  b) 63  C) 79  D) 87

02. (Mackenzie-SP) Na fi gura a seguir, sabe-se que CAD = 20º 

e CED = 70°. Então, AMb é igual a

B

D

E

O

C

M

A

A) 50°     C) 60°     E) 30°

b) 45°     D) 22°30’  

03. (UFES) Na fi gura, os segmentos de reta AP e DP são 

tangentes à circunferência, o arco A£bC mede 110 graus 

e o ângulo CAD mede 45 graus. A medida, em graus, 

do ângulo APD é

P

A

B

C
D

A) 15   b) 20  C) 25  D) 30  E) 35

04. (FUVEST-SP) O raio da circunferência da fi gura é 2,5 cm. 

AT = 6 cm (t é o ponto de tangência). Então, Ab = x 

vale, em centímetros,

A

T

6 cm

OBx

A) 2  b) 9  C) 3  D) 3,5  E) 4



56 Coleção Estudo

Frente D Módulo 06

05.	 (Cesgranrio) Na figura a seguir, AB = 8 cm, BC = 10 cm, 

AD = 4 cm e o ponto O é o centro da circunferência. 

O perímetro do triângulo AOC mede, em cm,

O

B

D A

C

A)	 36		B  )	 45		  C)	 48		  D)	 50		  E)	 54

Exercícios Propostos

01.	 (UFU-MG) Uma escola resolveu construir uma pista de 

atletismo em suas dependências. Essa pista deverá ser 

construída a partir de um retângulo de lados 4R e 2R 

com uma semicircunferência em cada extremidade, 

conforme mostra a figura a seguir. As raias terão 1 metro 

de largura.

4R

2R

1 m

Em qual intervalo, R (em metros) deverá ser escolhido 

para que o circuito, em negrito na figura, tenha  

600 metros de comprimento?

Observação: Utilize π = 3,14

A)	 (41, 42)			 

B)	 (40, 41)			 

C)	 (42, 43)

D)	 (39, 40)

02.	 (UFPE) Na figura a seguir tem-se um círculo de raio 1; 

sobre este círculo, consideram-se arcos A¹B e C¹D medindo 

π
6

 e 
π
9

, respectivamente (ambos orientados no sentido 

anti-horário). Se α é a medida, em radianos, do ângulo 

AÔB, CALCULE 
144

π









 α.

C

D
O

A

B

03.	 (UFMG) Observe a figura.

D

A

B

C

E

Nessa figura, BD é um diâmetro da circunferência 

circunscrita ao triângulo ABC, e os ângulos AB̂D e AÊD 

medem, respectivamente, 20° e 85°. Assim sendo, 

o ângulo CB̂D mede

A)	 25°			  B)	 35°			  C)	 30°			  D)	 40º

04.	 (UFJF-MG) De um ponto M, exterior a um círculo de 

centro O, traçam-se as tangentes MA e MB, de acordo com 

a figura a seguir. Se a corda AB é um lado do triângulo 

equilátero inscrito nesse círculo, então a medida do 

ângulo AMB é

A

B

O

M

A)	 40º		 B)	 60º		 C)	 90º		 D)	 120º

05.	 (FUVEST-SP) Um arco de circunferência mede 300°, 

e seu comprimento é 2 km. Qual o número inteiro mais 

próximo da medida do raio em metros?

A)	 157	B )	 284	 C)	 382	 D)	 628	 E)	 764

06.	 (PUC Minas) O ângulo x, na figura a seguir, mede

45º

35º

x

A)	 60°		B )	 80°		 C)	 90°		 D)	 100°	 E)	 120°

07.	 (UFCE) Duas tangentes são traçadas a um círculo de um 

ponto exterior A e tocam o círculo nos pontos B e C, 

respectivamente. Uma terceira tangente intercepta o 

segmento AB em P e AC em R e toca o círculo em Q. 

Se AB = 20 cm, então o perímetro do triângulo APR,  

em cm, é igual a

A R C

O

Q

B

P

A)	 39,5	B )	 40		  C)	 40,5	 D)	 41		  E)	 41,5
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08.	 (UFU-MG) Em um dado triângulo retângulo inscrevemos 
uma circunferência de diâmetro d e circunscrevemos 
outra de diâmetro D. O perímetro do triângulo vale

A)	 d + D			   C)	 d + 2D				   E)	 2(d + D)

B)	 2d + D			  D)	
3

2
(d + D)

09.	 (FUVEST-SP) A medida do ângulo A D̂C inscrito na 
circunferência de centro O é

D
C

A B
O

35º

A)	 125°					     D)	 100°

B)	 110°					     E)	 135°

C)	 120°		

10.	 (PUC) Na figura a seguir, o triângulo ABC é isósceles e BD 
é a bissetriz do ângulo de vértice B. A medida do ângulo 
assinalado é

A

D

CB

35ºθ

A)	 55°		B )	 50°		 C)	 45°		 D)	 40°		 E)	 35°

11.	 (UECE) Na figura, a reta MN é tangente à circunferência 
em P, a secante MQ passa pelo centro O da circunferência 

e a medida do ângulo QM̂P é 40º. A medida do ângulo 

NP̂Q é igual a

M P

Q

O

N

A)	 65º		 B)	 60º		 C)	 55º		 D)	 50º

12.	 (Cesgranrio) Em um círculo de raio 5, está inscrito um 
quadrilátero ABCD. Sobre a soma dos ângulos opostos  

BAD e BCD podemos afirmar que vale

A)	 5.180º					    D)	 180°

B)	 3.180º					    E)	 90°

C)	 2.180º

13.	 (ITA-SP) Numa circunferência, inscreve-se um quadrilátero 

convexo ABCD tal que ABC = 70º. Se x = ACB + BDC, 
então

A)	 x = 120°				    D)	 x = 90°

B)	 x = 110°				    E)	 x = 80°

C)	 x = 100°

14.	 (Fatec-SP) Na figura a seguir, o triângulo APB está inscrito 

na circunferência de centro C.

A
66º15’

23º45’
B

C
x

P

Se os ângulos assinalados têm as medidas indicadas, 
então x é igual a

A)	 23°45’	 				    D)	 62°30’	

B)	 30°						     E)	 66°15’

C)	 60°	

15.	 (FUVEST-SP) Os pontos A, B e C pertencem a uma 

circunferência γ e AC é lado de um polígono regular 

inscrito em γ. Sabendo-se que o ângulo AB̂C mede 18°, 

podemos concluir que o número de lados do polígono é 

igual a
A

C

B

γ

A)	 5		B  )	 6		  C)	 7		  D)	 10		  E)	 12

16.	 (UNESP) Seja ABCD um retângulo cujos lados têm as 

seguintes medidas: AB = CD = 6 cm e BC = DA = 1,2 cm. 

Se M é o ponto médio de AB, então o raio da circunferência 

determinada pelos pontos C, M e D mede

A)	 4,35 cm.				    D)	 5,34 cm.

B)	 5,35 cm.				    E)	 4,45 cm.

C)	 3,35 cm.

17.	 (UEBA) Na figura a seguir são dados 
AE

EC
= 1
3

, BE = 8 cm 

e ED = 6 cm. O comprimento de AC, em cm, é

C

D A

E
B

A)	 10		B  )	 12		  C)	 16		  D)	 18		  E)	 20

18.	 (ITA-SP) Num trapézio retângulo circunscritível, a soma dos 

dois lados paralelos é igual a 18 cm e a diferença dos dois 

outros lados é igual a 2 cm. Se r é o raio da circunferência 

inscrita e a é o comprimento do menor lado do trapézio, 

então a soma a + r (em cm) é igual a

A)	 12		B  )	 11		  C)	 10		  D)	 9		  E)	 8
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SEção ENEM
01. (Enem–2002) As cidades de Quito e Cingapura 

encontram-se próximas à Linha do Equador e em pontos 

diametralmente opostos no globo terrestre. Considerando 

o raio da Terra igual a 6 370 km, pode-se afi rmar que 

um avião saindo de Quito, voando em média 800 km/h, 

descontando as paradas de escala, chega a Cingapura 

em aproximadamente

A) 16 horas.    D) 32 horas.

b) 20 horas.    E) 36 horas.

C) 25 horas.

02. (Enem–2010) A ideia de usar rolos circulares para deslocar 

objetos pesados provavelmente surgiu com os antigos 

egípcios ao construírem as pirâmides.

R

bOLT, brian. Atividades matemáticas. Ed. Gradiva.

Representando por r o raio da base dos rolos cilíndricos, 

em metros, a expressão do deslocamento horizontal y 

do bloco de pedra em função de r, após o rolo ter dado 

uma volta completa sem deslizar, é

A) y = R     D) y = 2pR

b) y = 2R     E) y = 4pR

C) y = pR

03. (Enem–2010) Uma metalúrgica recebeu uma encomenda 

para fabricar, em grande quantidade, uma peça com o 

formato de um prisma reto com base triangular, cujas 

dimensões da base são 6 cm, 8 cm e 10 cm e cuja altura 

é 10 cm. Tal peça deve ser vazada de tal maneira que 

a perfuração na forma de um cilindro circular reto seja 

tangente às suas faces laterais, conforme mostra a fi gura.

6 cm 8 cm

10 cm

O raio da perfuração da peça é igual a

A) 1 cm.      D) 4 cm. 

b) 2 cm.      E) 5 cm.

C) 3 cm.

04. (Enem–2010) Uma fábrica de tubos acondiciona tubos 

cilíndricos menores dentro de outros tubos cilíndricos. 

A fi gura mostra uma situação em que quatro tubos 

cilíndricos estão acondicionados perfeitamente em um 

tubo com raio maior.

suponha que você seja o operador da máquina que 
produzirá os tubos maiores em que serão colocados, sem 
ajustes ou folgas, quatro tubos cilíndricos internos. se o 
raio da base de cada um dos cilindros menores for igual 
a 6 cm, a máquina por você operada deverá ser ajustada 
para produzir tubos maiores, com raio da base igual a

A) 12 cm.

b) 12¹2 cm.

C) 24¹2 cm.

D) 6(1 + ¹2) cm.

E) 12(1 + ¹2) cm.

GABARiTo

Fixação
01. C 02. E 03. b 04. E 05. E

Propostos
01. A     10. D

02. 4     11. A

03. A     12. D

04. b     13. b

05. C     14. E

06. b     15. D

07. b     16. A

08. C     17. C

09. A     18. C

Seção Enem
01. C 02. E 03. b 04. D



FRENTE

59Editora Bernoulli

MóduloMatemática
Posições relativas e distância 
de ponto a reta

09 E
Posições relativas de 
duas retas

Duas retas r e s de um plano podem ser:

•	 Paralelas Distintas r s
Coincidentes r s r r s

∩ = ∅
∩ = ⇒ ≡







•	 Concorrentes r ∩ s = {P}

Consideremos, então, no plano cartesiano, duas retas 

(r) a1x + b1y + c1 = 0 e (s) a2x + b2y + c2 = 0, tais que 

nem r nem s sejam paralelas aos eixos coordenados, isto é,  

a1 ≠ 0, b1 ≠ 0, a2 ≠ 0 e b2 ≠ 0.

Suas equações na forma reduzida são:

•	 (r) a1x + b1y + c1 = 0 ⇒ y = − −
a

b
x
c

b
1

1

1

1

•	 (s) a2x + b2y + c2 = 0 ⇒ y = − −
a

b
x
c

b
2

2

2

2

Na forma reduzida y = mx + n, m é o coeficiente angular, 

e n é o coeficiente linear da reta.

(r) y = − − ⇒

= −

= −













a

b
x
c

b

m
a

b

n
c

b

1

1

1

1

1
1

1

1
1

1

(s) y = − − ⇒

= −

= −













a

b
x
c

b

m
a

b

n
c

b

2

2

2

2

2
2

2

2
2

2

Portanto:

i)	S e mr = ms e nr ≠ ns, as retas r e s são paralelas distintas.

y

xO

nr

r

ns

s
r // s

Ou seja:

− = − ⇒ = − ≠ − ⇒ ≠
a

b

a

b

a

a

b

b
e

c

b

c

b

b

b

c

c
1

1

2

2

1

2

1

2

1

1

2

2

1

2

1

2

E, reunindo as duas condições, temos:

a

a

b

b

c

c
1

2

1

2

1

2

= ≠  (r e s paralelas distintas)

ii)	S e mr = ms e nr = ns, as retas r e s são paralelas 

coincidentes.

y

nr = ns

xO

r ≡ s

	 Ou seja:

	 − = − ⇒ = − = − ⇒ =
a

b

a

b

a

a

b

b
e

c

b

c

b

b

b

c

c
1

1

2

2

1

2

1

2

1

1

2

2

1

2

1

2

	 E, reunindo as duas condições, temos:

	
a

a

b

b

c

c
1

2

1

2

1

2

= =  (r e s paralelas coincidentes)

iii)	S e mr ≠ ms, as retas r e s são concorrentes.

y
r

P

s

xO

	 Ou seja:

	 − − ⇒
a

b

a

b

a

a

b

b
1

1

2

2

1

2

1

2

≠ ≠  (r e s concorrentes)
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Em resumo:

a

a

b

b

c

c
1

2

1

2

1

2

= ≠  ⇔ (paralelas distintas)

a

a

b

b

c

c
1

2

1

2

1

2

= =  ⇔ (paralelas coincidentes)

a

a

b

b
1

2

1

2

≠  ⇔ (concorrentes)

ObsERvAçÕEs

i) se r é paralela a um dos eixos coordenados, 
o problema da posição relativa depende da reta s.

ii) se r e s são concorrentes no ponto P, obtêm-se as 
coordenadas de P resolvendo o sistema formado 
pelas equações de r e s.

Exemplo

sejam r: 3x + 4y – 5 = 0 e s: 6x + by + c = 0.

Então, r ≡ s se: 
3
6
4 5= = −
b c

 ⇒ b = 8 e c = –10

 r // s, se: b = 8 e c ≠ –10;

 r x s, se: b ≠ 8 e c ∈ .

RETAS PERPENDiCuLARES
Duas retas r e s são perpendiculares uma à outra se,

e somente se, são concorrentes e formam um ângulo reto.

s r

Teorema
No plano cartesiano, duas retas r e s de coefi cientes 

angulares mr e ms são perpendiculares entre si se, e somente 
se, mr.ms = –1.

r ⊥ s ⇔ mr.ms = –1 ⇔ mr = − 1
m
s

ObsERvAçãO

se uma das retas é paralela a um dos eixos coordenados, 
então a reta perpendicular a ela é paralela ao outro eixo 
coordenado.

Exemplo

Dar a equação da mediatriz do segmento de extremos nos 
pontos A(2, 5) e b(6, 7).

Resolução:

A mediatriz é perpendicular ao segmento AB pelo seu 
ponto médio.

y

7

5 A

B

M

mediatriz

x2 6O

sendo xM e yM as coordenadas do ponto médio M, temos:

x

y

M

M

= + =

= + =










2 6
2

4

5 7
2

6
 ⇒ M(4, 6)

Coefi ciente angular de AB: mAb = 
7 5
6 2

1
2

−
−

=

sendo m o coefi ciente angular da mediatriz, deve-se ter

m.mAb = –1 ⇒ m.
1
2









 = –1 ⇒ m = –2

Portanto, a equação da mediatriz é:

y – 6 = –2(x – 4) ⇒ y = –2x + 14

DiSTÂNCiA DE PoNTo A RETA
A distância de um ponto P a uma reta r é a distância PQ, 

em que Q é a projeção ortogonal de P sobre a reta r.

P

Q

r

Teorema
No plano cartesiano, a distância d do ponto P(x0, y0) 

à reta r, de equação ax + by + c = 0, é dada pela expressão:

d(P, r) = 
ax by c

a b

0 0

2 2

+ +

+

ObsERvAçãO

A fórmula da distância continua válida se P pertence a r 
(d = 0), ou, ainda, se b = 0, caso em que r é perpendicular 
ao eixo x.

Exemplo

sejam P(2, –1) e r: y = − 3
4

x + 1 ⇒ 3x + 4y – 4 = 0

Então: d(P, r) = 
3 2 4 1 4

3 4

2

25

2
52 2

.( ) .( )

( ) ( )

+ − −

+
=

−
=
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Exercícios de fixação
01.	 (UFMG) A relação entre m e n, para que as retas das 

equações 2x – my + 1 = 0 e nx + 3y + 5 = 0 sejam 
paralelas, é

A)	
m

n
= 2
3

				   C)	
m

n
= 3
2

				    E) mn = 6

B)	
m

n
= − 3
2

			   D)	 mn = –6

02.	 (UFMG) Seja a reta r de equação 2x – 3y – 5 = 0. 
A equação da reta s, paralela a r, que contém P(1, –2), é

A)	 2x – 3y – 1 = 0		  D)	 3x + 2y + 1 = 0

B)	 2x – 3y – 8 = 0		  E)	 2x + 3y + 4 = 0

C)	 3x – 2y – 7 = 0 

03.	 (UFMG) A reta determinada pelos pontos P(a, 0) e Q(0, 2) 
é perpendicular à reta 3x – 2y – 4 = 0. A abscissa do 
ponto P é

A)	 3		B  )	
3

2
		  C)	

4

3
		  D)	 –

4

3
		 E)	 –3

04.	 (UFMG) As retas perpendiculares à reta de equação 
3x + 4y – 9 = 0 que distam 4 unidades da origem são

A)	 4x – 3y = 5 e 4x – 3y = –5

B)	 4x – 3y = 20 e 4x – 3y = –20 

C)	 4x – 3y = 4 e 4x – 3y = –4 

D)	 3x – 4y = 10 e 3x + 4y = –10

E)	 4x – 3y = 10 e 4x – 3y = –10 

05.	 (PUC-SP) Sejam A, B, C e D vértices consecutivos de um 
quadrado, tais que A = (1, 3) e B e D pertencem à reta 
de equação x – y – 4 = 0. A área desse quadrado, em 
unidades de superfície, é igual a

A)	 36¹2				    C)	 32¹2				    E)	 24¹2
B)	 36					     D)	 32	

Exercícios Propostos 
01.	 (VUNESP) Sabendo que o ∆ABC é um triângulo retângulo 

(B = 90°), as coordenadas do vértice C são

–2
2 7

C

B

A

x

y

5

3

A)	 5, –2					     D)	 4
1

2
, –2

B)	 3
1

2
, –2					    E)	 N.d.a

C)	 4, –2

02.	 (FUVEST-SP) As retas r e s são perpendiculares e 

interceptam-se no ponto (2, 4). A reta s passa pelo ponto 

(0, 5). Uma equação da reta r é

A)	 2y + x = 10 			 

B)	 y = x + 2				  

C)	 2y – x = 6 

D)	 2x + y = 8

E)	 y = 2x	

03.	 (UFPE) Considere o triângulo de vértices A(1, 1), B(3, 2) 

e C(2, 3). A equação da reta que contém a altura desse 

triângulo relativa ao lado AC é dada por

A)	 x – 2y = 7				 

B)	 2x + 2y = –7			 

C)	 2y – x = 7

D)	 x + 2y = 7

E)	 x + 2y = –7

04.	 (UFMG) A reta r passa pelo ponto (16, 11) e não 

intercepta a reta de equação y = 
x

2
 – 5. Considerando-se 

os seguintes pontos, o único que pertence à reta r é

A)	 (7, 6)					   

B)	 7
13

2
,









 				  

C)	 (7, 7)

D)	 7
15

2
,











05.	 (UFTM-MG–2010) A figura apresenta uma circunferência 

de centro O e um diâmetro AB no plano de coordenadas 

cartesianas. As coordenadas de A e B são dadas na figura. 

Sendo AOC um ângulo reto, a reta que contém o diâmetro 

que passa pelo ponto C pode ser expressa pela equação

y

x

O

C
B(2, 6)

A(10, 0)
O

A)	 x – 
1

2
y = 10			 

B)	 2x – 
1

3
y = 12			 

C)	 4x – 3y = 15

D)	 5x – 4y = 18

E)	 6x – 8y = 21
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06.	 (Mackenzie-SP–2009) No sistema cartesiano ortogonal, 

a reta 3x + 2y – 6 = 0 intercepta a curva y = cos x, 

conforme figura. A distância do ponto P à reta dada é

y

xO
–1

1

P

A)	
3

2 13

π
				    C)	

3 2

13

π +
				   E)	

3

13

π

B)	
3 2

13

π −
				   D)	

3 4

2 13

π −
	

07.	 (UCSal-BA) Considere o triângulo de vértices  A(0, 0),  

B(1, 4) e C(4, 1). Sua altura em relação à base BC mede

A)	 2¹2	B )	
5 2

2
	 C)	 4		  D)	 4¹2	 E)	 5¹2

08.	 (UFMG) A distância entre as retas de equações  

y = ¹3x e y = ¹3x + 2 é

A)	 ¹3		  B)	 2¹3	 C)	
3

2
		 D)	 1		  E)  2

09.	 (FUVEST-SP) São dados os pontos A(1, 1) e B(9, 3).  

A mediatriz do segmento AB encontra o eixo dos y no 

ponto de ordenada igual a

A)	 20		B  )	 21		  C)	 22		  D)	 23		  E)	 24

10.	 (UFRGS) As retas paralelas y = ax + 2 e y = (5 + 2b)x – 1 

são perpendiculares à reta y = 
2

b
x + 3, com a ∈  e 

b ∈ *. O valor de a + b é

A)	 –2		B  )	 –1		  C)	 0		  D)	 1		  E)	 2

11.	 (Mackenzie-SP) A distância da reta determinada pelos 

pontos A(1, 4) e B(5, 2) à origem é

A)	 9		B  )	 5		  C)	
9

5
		  D)	 81

5
	 E)	 9 5

5

12.	 (FUVEST-SP) Os pontos M(2, 2), N(–4, 0) e P(–2, 4) são, 

respectivamente, os pontos médios dos lados AB, BC e 

CA do triângulo ABC. A reta mediatriz do segmento AB 

tem a equação

A)	 x + 2y – 6 = 0			  D)	 2x + y – 6 = 0	

B)	 x – 2y + 2 = 0			  E)	 –x + 2y + 6 = 0

C)	 2x – 2y – 2 = 0 

13.	 (Mackenzie-SP) Conhecidas as equações das retas 

r: mx + y – 3 = 0 e s: 3x + y + k = 0, podemos afirmar 

que r e s são retas

A)	 paralelas, se m = 3 e k = –3.

B)	 coincidentes, se m = 3 e k ≠ –3.

C)	 concorrentes, se m ≠ 3, k ∈ .

D)	 concorrentes, se k = –3, m ∈ .

E)	 paralelas, se m = 3, k ∈ .

Seção Enem
01.	 Considere uma cidade em que as ruas são representadas 

por retas e as casas, por pontos. Num mapa cartesiano 

dessa cidade, com medidas em km, a padaria Pannetutti 

se localiza no ponto P(–5, 0) e o açougue Quasar se 

localiza no ponto Q(–1, –3). Uma pessoa que estiver 

na origem desse mapa e quiser se dirigir à Rua Pedro 

Quintão, na qual se localizam a padaria e o açougue, terá 

de caminhar uma distância de, no mínimo,

A)	 2 km.				    D)	 3,5 km.

B)	 2,5 km.			   E)	 4 km.

C)	 3 km.

02.	 Num sistema cartesiano, um trem segue uma trajetória 

retilínea dada pela reta 2x + 3y – 6 = 0. A menor distância 

entre uma cidade localizada no ponto P(3, ¹13) e o trem é

A)	 1		B  )	 2		  C)	 3		  D)	 4		  E)	 5

Gabarito

Fixação
01.	 D	 02.	B	  03.	 A	 04.	B	  05.	B

Propostos
01.	c			    08.	d		 

02.	 E			   09.	c			  

03.	d			    10.	 b

04.	B			    11.	 e

05.	 C			   12.	 A

06.	 E			   13.	 c

07.	 b

Seção Enem
01.	 C			   02.	c
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ÁREA DE uM TRiÂNGuLo

A área s de um triângulo de vértices A(xA, yA), b(xb, yb) e 

C(xC, yC) é dada por:

s = 
1
2

|D|, em que D = 

x y

x y

x y

A A

B B

C C

1

1

1

ObsERvAçÕEs

i) se D = 0, então os pontos a, B e C são colineares.

ii) Para se calcular a área de um polígono, podemos 
dividi-lo em triângulos e calcular a soma das áreas de 
cada um deles.

Exemplo

Calcular a área do quadrilátero de vértices M(1, 1), 
N(4, 2), P(3, 5) e Q(1, 4).

Resolução:

Observando-se o esboço a seguir, obtemos a área do 
quadrilátero somando as áreas dos triângulos MNP e PQM.

y

x1 3 4O

1

2

4

5

Q

P

N

M

sejam DMNP o determinante dos pontos M, N e P e DPQM 

o determinante dos pontos P, Q e M.

Assim, temos:

DMNP = 
1 1 1
4 2 1
3 5 1

 = 10  e  DPQM = 
3 5 1
1 4 1
1 1 1

 = 6

Portanto, sMNPQ = sMNP + sPQM = 
1
2

|10| + 
1
2

|6| = 8.

ÂNGuLo AGuDo ENTRE DuAS 
RETAS CoNCoRRENTES

se duas retas r e s são concorrentes e não perpendiculares, 
elas determinam dois ângulos agudos a opostos pelo vértice 
e dois ângulos obtusos b opostos pelo vértice, tais que 
a + b = 180° e tg a = –tg b.

aa

b

b

s

r

Teorema
sejam (r) y = mrx + nr e (s) y = msx + ns duas retas 

concorrentes e não perpendiculares (mr .ms ≠ –1). 
O ângulo agudo ϕ entre elas é tal que:

tg ϕ = 
m m

m m
r s

r s

−

+1 .

Caso particular
sejam (r) y = mrx + nr, mr ≠ 0, e (s) x = k.
O ângulo agudo ϕ entre elas é tal que:

tg ϕ = 
1

m
r

Exemplo

sejam r: y = 2x + 7 e s: y = – 3x.

Então, tg ϕ = 
2 3
1 2 3

− −
+ −
( )
( )

 = 
5
5−

 = |–1| = 1 ⇒ ϕ = 45º.

PoSiçõES RELATiVAS ENTRE 
PoNTo E RETA

Consideremos, por exemplo, a reta r de equação reduzida 
y = 2x + 2, cujo gráfi co é a fi gura a seguir, e o ponto A(1, 4). 
Observe que o ponto a pertence a r, pois 4 = 2.1 + 2.

y

4 A

xO 1

r
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Consideremos agora os pontos B(1, 5) e C(1,  3), que 
possuem abscissas iguais à de A. Como as ordenadas de 
B e C são diferentes da ordenada de A, tais pontos não 
pertencem à reta r.

y

5

4

3

2

1

A

B

C

xO 1–1

r

Assim:

•	S endo yB = 5, temos yB > yA; e, portanto, o ponto B 
está acima de A.

•	S endo yC = 3, temos yC < yA; e, portanto, o ponto C 
está abaixo de A.

Portanto, se y = mx + n é a equação reduzida de uma 
reta r, então temos:

i) 	 Os pontos que satisfazem a inequação y > mx + n 
estão acima da reta r.

y

x

r

O

ii) 	 Os pontos que satisfazem a inequação y < mx + n 
estão abaixo da reta r.

y

x

r

O

Se a reta r é perpendicular ao eixo x e sua equação é  
x = k, de maneira análoga, concluímos que:

iii) 	 Os pontos que satisfazem a inequação x > k, ou seja, 
os pontos de abscissa maior que k, estão à direita 
da reta r.

y

x

r

O

iv) 	 Os pontos que satisfazem a inequação x < k, ou seja, 
os pontos de abscissa menor que k, estão à esquerda 
da reta r.

y

x

r

O

Exemplo

Esboçar a região do plano delimitada por:

x y y x I
x x II

− ⇒
− ⇒






≥ ≤
≥ ≥
0

2 0 2
( )
( )

Resolução:

y

x

(II)

(I)

O 2

2

Exercícios de fixação
01. 	 (UFMG–2006) Neste plano cartesiano, está representado 

o quadrilátero ABCD.

A B

C

D
E

y

x

Sabe-se que

i)	 A(1, 0), C(11, 11) e E(3, 7).

ii)	 o ponto B está no eixo x e o ponto E, no lado CD.

iii)	 os lados AD e BC são paralelos ao eixo y.

Então, é CORRETO afirmar que a área do quadrilátero 
ABCD é

A)	 87,5		B  )	 82,5		  C)	 85		  D)	 86

02.	 (UFJF-MG–2008) Considere o triângulo limitado pelas 
retas y = x, y = –x + 2 e y = ax, com a > 1. O valor 

de a, de forma que a área desse triângulo seja 
2

2
, é

A)	 2¹2 + 3			   C)	 ¹2 + 1				   E)	 ¹2
B)	 3¹2 + 2			   D)	 ¹2 – 1

03.	 (UFMG) O ângulo agudo formado pelas retas de equações 
x = 0 e ¹3x + y – 1 = 0 mede

A)	 15° 				    C)	 30°					    E)	 45°

B)	 22°30’				   D)	 37°30’	
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04.	 (Cesgranrio) As retas y = –3x + 3 e y = − x
2

 + 2 são 

mostradas na figura. A área da região hachurada é
y

xO

A)	 2,9		B )	 3,0		 C)	 3,1		 D)	 3,2		 E)	 4,0

05.	 (FUVEST-SP) Na figura a seguir, A é um ponto do plano 
cartesiano, com coordenadas (x, y). Sabendo que A está 
localizado abaixo da reta r e acima da reta s, tem-se

–1

r

O 1 2 x

y

s

–2 –1
1

A)	 y < 
x
2

 e y < –x + 1		  D)	 –x + 1 < y < 
x
2

B)	 y < 
x
2

 ou y > –x + 1		 E)	
x
2

 < y < –x + 1

C)	
x
2

< y e y > –x + 1 

Exercícios Propostos
01.	 (PUC-SP) O conjunto dos pontos (x, y) do plano cartesiano 

que satisfazem a inequação (x + y)(x – y) ≤ 0 é a parte 
hachurada de qual das seguintes figuras?

A)	 y

x

	C)	 y

x

	E)	 y

x

B)	 y

x

	D)	 y

x

02.	 (PUC Minas) Considere a região do  plano cartesiano 
formada pelos pontos cujas coordenadas satisfazem ao 

sistema 
0 2≤ ≤
≥ x
y≤2x+2

x
y









Tomando-se o metro como unidade de medida nos 
eixos coordenados, essa região é um trapézio com 
2  m de altura e área igual a A metros quadrados. 
Então, o valor de A é

A) 	3		B  ) 	4		  C) 	5		  D) 	6

03.	 (UFF-RJ) O elenco de um filme publicitário é composto 
de pessoas com cabelos louros ou olhos verdes. Sabe-se 
que esse elenco tem, no máximo, vinte pessoas entre 
as quais, pelo menos, doze possuem cabelos louros e, 
no máximo, cinco possuem olhos verdes. No gráfico a 
seguir, pretende-se marcar um ponto P(L, V), em que 
L representa o número de pessoas do elenco que têm 
cabelos louros e V o número de pessoas do elenco que 
têm olhos verdes.

x

y

O

20

5

12 20

R1
R2

R3 R4 R5

O ponto P deverá ser marcado na região indicada por

A)	 R1		B  )	 R2		  C)	 R3		  D)	 R4		  E)	 R5

04.	 (PUC-Campinas-SP) A parábola de equação y = x2 – 6 tem 
vértice M e corta o eixo x nos pontos A e B. Qual a área do 
triângulo ABM?

A)	 1						      D)	 6¹6
B)	 6						      E)	 12¹6
C)	 ¹6

05.	 (UFRGS) Os pontos médios dos lados do quadrado ABCD, 
com A(1, 2) e B(4, 2), são vértices do quadrado de área 
igual a

A)	 9						      D)	
3

2

B)	
9

2
						      E)	

3

4

C)	 3

06.	 (Mackenzie-SP–2007) Os gráficos de y = x + 2 e x + y = 6 
definem, com os eixos, no primeiro quadrante, um 
quadrilátero de área

A)	 12		B  )	 16		  C)	 10		  D)	 8		  E)	 14

07.	 (CEFET-MG–2010) Num supermercado em construção, 
serão instalados quatro terminais para consulta de preços. 
Considerando-se um sistema de coordenadas no plano do 
chão, os locais onde serão colocados os terminais coincidem 
com os pontos de interseção das retas de equações  
y = 1, y = 2, y = x e y = x – 3, tomadas duas a duas.  
O polígono formado por esses pontos possui área igual a

A)	 2		B  )	 3		  C)	 4		  D)	 5		  E)	 6

08.	 (VUNESP) A área do triângulo formado pelas interseções 
das retas x + y – 6 = 0, x = 1 e y = 1 é igual a

A)	 2		B  )	 4		  C)	 8		  D)	 16

09.	 (PUC Rio) Os pontos A(3, 1), B(4, –2) e C(x, 7) são 
colineares. O valor de x é igual a

A)	 1		B  )	 2		  C)	 5		  D)	 6		  E)	 7
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10.	 (FUVEST-SP) A reta de equação 2x + 12y – 3 = 0, 
em  relação a um sistema cartesiano ortogonal, forma 
com os eixos do sistema um triângulo cuja área é

A)	
1

3
		B  )	

1

4
		  C)	

1

15
		 D)	

3

8
		  E)	

3

16

11.	 (UFMG) A área do triângulo limitado pelas retas 

4x + 5y – 20 = 0, y = 0 e x = 0 é

A)	 4		B  )	 5		  C)	 10		  D)	 16		  E)	 20

12.	 (FGV-MG–2008) As interseções de y = x, y = –x e y = 6 

são vértices de um triângulo de área

A)	 36		B  )	 24¹2		  C)	 24		  D)	12¹2		  E)	 12

13.	 (UFMG) Observe a figura.

 
O 5 x

y

11 C

B

A

1
2

Nessa figura, a reta AC intercepta o eixo das abscissas 

no ponto −










1

2
0, , e a área do triângulo de vértices 

A, B e C é 10. Então, a ordenada do ponto B é

A)	
20

11
		B )	

31

11
		 C)	 4		  D)	 5		  E)	 6

Seção Enem
(Enem–1999)

Instrução: Texto para a questão 01.

José e Antônio viajarão em seus carros com as respectivas 

famílias para a cidade de Serra Branca. Com a intenção de 

seguir viagem juntos, combinam um encontro no marco inicial 

da rodovia, onde chegarão, de modo independente, entre  

meio-dia e 1 hora da tarde. Entretanto, como não querem ficar 

muito tempo esperando um pelo outro, combinam que o primeiro 

que chegar ao marco inicial esperará pelo outro, no máximo, 

meia hora; após esse tempo, seguirá viagem sozinho.

1

10 Chegada
de José

Chegada de
Antônio

QP

RO

(12h) (13h)

(13h)

Chamando de x o horário de chegada de José e de y o 

horário de chegada de Antônio, e representando os pares 

(x,  y) em um sistema de eixos cartesianos, a região OPQR 

indicada anteriormente corresponde ao conjunto de todas as 

possibilidades para o par (x, y).

01.	S egundo o combinado, para que José e Antônio viagem 

juntos, é necessário que y – x ≤ 
1

2
 ou que x – y ≤ 

1

2
.

O

Antônio

José

1
I

II

III

IV

1

y = xy = x+1
2

1
2

 

1
2

 
y = x−1

2

De acordo com o gráfico e nas condições combinadas,  

as chances de José e Antônio viajarem juntos são de

A)	 0%.	B )	 25%.	 C)	 50%.	 D)	 75%.	 E)	 100%.

02.	 Num mapa localizado sobre um sistema cartesiano, 

3 cidades se localizam nos pontos A(2, 3), B(–5, 0) e 

C(4, –1). A área da região triangular determinada pelas 

cidades é

A)	 15 u.a.			  C)	 19 u.a.			  E)	 23 u.a.

B)	 17 u.a.			  D)	 21 u.a.

Gabarito
Fixação

01.	 C	 02.	 A	 03.	c	  04.	a	  05.	e

Propostos
01.	e			    08.	 C		

02.	d			    09.	 A			 

03.	 D			   10.	e			  

04.	 D			   11.	c

05.	 b			   12.	 A

06.	 E			   13.	 D

07.	B

Seção Enem
01.	 D			   02.	B
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iNTRoDução

Uma circunferência λ é o conjunto de todos os pontos 

do plano cuja distância a um ponto fi xo C é uma constante 

positiva r.

C: Centro da circunferência;

r: Raio da circunferência.

Em símbolos: P ∈ λ ⇔ PC = r

C

r
Pλ

EQuAção REDuZiDA DA 
CiRCuNFERêNCiA

Consideremos uma circunferência λ de centro C(a, b) e raio r. 

Obter uma equação da circunferência λ é encontrar uma 
relação entre as coordenadas x e y dos pontos do plano 
que pertencem a λ.

C

r
P(x, y)λ

y

b

a xO

seja P(x, y) um ponto genérico da circunferência. Temos:

 P ∈ λ ⇔ PC = r

 P ∈ λ ⇔ ¹(x – a)2 + (y – b)2 = r

 P ∈ λ ⇔ (x – a)2 + (y – b)2 = r2

Esta última igualdade é chamada de equação reduzida da 

circunferência de centro (a, b) e raio r.

(x – a)2 + (y – b)2 = r2

Exemplos

1º) Dar a equação reduzida da circunferência de centro C
e raio r nos seguintes casos:

A) C(1, 2) e r = 4  

b) C(–1, 2) e r = 5  

C) C(0, –3) e r = ¹3

D) C(0, 0) e r = 1

Resolução:

A) (x – 1)2 + (y – 2)2 = 16

b) (x + 1)2 + (y – 2)2 = 25

C) x2 + (y + 3)2 = 3

D) x2 + y2 = 1

2º) Dar o centro C e o raio r da circunferência nos 
seguintes casos:

A) (x – 3)2 + (y – 4)2 = 100 

b) (x + 3)2 + (y – 1)2 = 16 

C) (x + 4)2 + y2 = 9

D) x2 + y2 = 7

Resolução:

A) C(3, 4) e r = 10  

b) C(–3, 1) e r = 4    

C) C(–4, 0) e r = 3

D) C(0, 0) e r = ¹7

ObsERvAçãO

Considerando-se a equação (x – a)2 + (y – b)2 = k, temos:

i) se k > 0, então (x – a)2 + (y – b)2 = k representa uma 

circunferência de centro C = (a, b) e raio = ¹k.

ii) se k = 0, então (x – a)2 + (y – b)2 = k representa 

o ponto P = (a, b), pois (x – a)2 + (y – b)2 = 0 ⇒
x – a = 0 e y – b = 0.

iii) se k < 0, então (x – a)2 + (y – b)2 = k representa o 

conjunto vazio, pois a soma dos quadrados de dois 

números reais não pode ser negativa.

Circunferência 11 E
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EQuAção NoRMAL DA 
CiRCuNFERêNCiA

seja a circunferência de centro C(a, b) e raio r.

C

r

y

b

a xO

sua equação reduzida é:

(x – a)2 + (y – b)2 = r2

Desenvolvendo-se a equação reduzida, temos:

x2 – 2ax + a2 + y2 – 2by + b2 = r2

Logo, obtemos:

x2 + y2 – 2ax – 2by + a2 + b2 – r2 = 0

Essa é a equação normal da circunferência de centro 

C(a, b) e raio r.

se uma circunferência é dada pela sua equação normal, 

pode-se determinar seu centro e raio por comparação ou 

completando-se a soma dos quadrados para obtermos a 

equação reduzida, conforme o exemplo a seguir:

Exemplo

Obter o centro e o raio da circunferência

x2 + y2 – 2x + 4y – 11 = 0.

Resolução:

Tem-se:

x2 + y2 – 2x + 4y – 11 = 0

Reagrupando:

x2 – 2x + ... + y2 + 4y + ... = 11

(x2 – 2x + ...) + (y2 + 4y + ...) = 11

Adicionando 1 e 4 aos dois lados da equação para que o 

1º e o 2º fatores sejam quadrados perfeitos, temos:

(x2 – 2x + 1) + (y2 + 4y + 4) = 11 + 1 + 4

Fatorando:

(x – 1)2 + (y + 2)2 = 16

Essa é a equação reduzida da circunferência.

Portanto, a circunferência tem centro C(1, –2) e raio 4.

ObsERvAçÕEs

Na equação normal da circunferência de centro C(a, b) e 

raio r, tem-se:

i) Os coefi cientes de x2 e y2 são iguais a 1.

ii) Os coefi cientes de x e de y são, respectivamente, 

o dobro com os sinais trocados, das coordenadas 

a e b do centro.

iii) Não existe termo da forma kxy, k ≠ 0.

iv) a2 + b2 – r2 é chamado termo independente.

Exemplo

Para que a equação mx2 + y2 + 4x – 6y + nxy – p = 0 

represente uma circunferência, devemos ter:

m = 1 e n = 0 ⇒ x2 + y2 + 4x – 6y = p ⇒

x2 + 4x + 4 + y2 – 6y + 9 = p + 4 + 9 ⇒

(x + 2)2 + (y – 3)2 = p + 13 > 0 ⇒ p > –13

ExERCíCioS DE FixAção

01. (UFPA) Qual das equações a seguir é a equação de uma 

circunferência?

A) x2 + y2 + 1 = 0 

b) x2 + y2 + 2x + 2y + 4 = 0

C) x2 + y2 + 2xy + 2x + 4y = 64

D) x2 + y2 + 2x – 4y = 0 

E) x2 + 2xy + y2 = 32

02. (UDEsC) Para que a equação x2 + y2 – 4x + 8y + k = 0 

represente uma circunferência, devemos ter

A) k < 20       

b) k > 13   

C) k < 12

D) k > 12

E) k < 10

03. (PUC Minas) A medida do raio da semicircunferência de 

equação y = 
1

2
¹9 – 4x2 é igual a

A) 
2

3
      D) 

5

2

b) 2      E) 3

C) 
3

2
    

Frente E Módulo 11
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04.	 (FGV-SP) O ponto da circunferência x2 + y2 = 1 mais próximo 

do ponto (5, 5) tem coordenadas cuja soma vale

A)	 2						      D)	
2
4

B)	 ¹2						      E)	 3¹2
C)	 2¹2

05.	 (UEL-PR) Sejam A(–2, 1) e B(0, –3) as extremidades de 

um diâmetro de uma circunferência λ. A equação de λ é

A)	 (x + 1)2 + (y + 1)2 = 5		

B)	 (x + 1)2 + (y + 1)2 = 20	

C)	 (x – 1)2 + (y – 1)2 = 5

D)	 (x + 1)2 + (y – 1)2 = 20

E)	 (x – 1)2 + (y + 1)2 = 5

Exercícios Propostos
01.	 (UFPA) Uma circunferência tem centro no ponto C(2, –1) 

e raio igual a ¹2. Qual é a equação dessa circunferência?

a)	 (x – 2)2 + (y + 1)2 =  ¹2
b)	 (x – 2)2 + (y + 1)2 = 2

c)	 (x + 1)2 + (y – 2)2 =  ¹2
d)	 (x + 2)2 + (y + 1)2 = 2

e)	 (x – 2)2 + (y – 1)2 =   ¹2

02.	 (FGV-SP–2010) Dada a circunferência de equação  

x2 + y2 – 6x – 10y + 30 = 0, seja P seu ponto de ordenada 

máxima. A soma das coordenadas de P é

A)	 10		B  )	 10,5	 C)	 11		  D)	 11,5		  E)	 1

03.	 (UFRGS) A distância entre o ponto de interseção das retas 

y = 5 e 3x + 2y – 1 = 0 e o centro da circunferência  

x2 + y2 – 4x + 6y – 1 = 0 é

A)	 ¹5					     D)	 ¹85			 

B)	 ¹29				    E)	 ¹89	

C)	 ¹40

04.	 (Fatec-SP) Sejam O a origem do sistema de eixos 

cartesianos e A o centro da circunferência de equação  

x2 + y2 – 2x – 4y – 4 = 0. A equação da reta que passa 

pelos pontos A e O é

A)	 y = 2x + 1				   D)	 y = 2x

B)	 y = 2x – 1				   E)	 y = x

C)	 y = 
x

2

05.	 (Unifor-CE) Seja a circunferência l, de centro no ponto 

(1, –2). Se o ponto A(7, –10) pertence a l, o seu raio é

A)	 5¹2					     D)	 10

B)	 8						      E)	 10¹2
C)	 8¹2

06.	 (UFRGS) A equação x2 + y2 + 4x – 6y + m = 0 representa 

um círculo se, e somente se,

A)	 m > 0	  				    D)	 m > –13

B)	 m < 0					     E)	 m < 13

C)	 m > 13

07.	 (PUC-SP) A reta de equação y = 2x – 4 intercepta os 

eixos coordenados nos pontos A e B. Esses pontos são os 

extremos de um diâmetro da circunferência λ. A equação 

correspondente a λ é

A)	 x2 + y2 – 2x + 4y – 5 = 0	

B)	 x2 + y2 – 2x + 4y = 0		

C)	 2x2 + 4y2 + 2x + 4y + 5 = 0

D)	 x2 + y2 + 2x + 2y + 1 = 0

E)	 x2 + y2 + 6x + 3y – 4 = 0

08.	 (UFPA)  Qua l  a  equação  da  c i r cun fe rênc i a 

de raio 2 que é concêntrica à circunferência  

x2 + y2 – 4x + 2y + 4 = 0?

A)	 (x – 2)2 + (y + 1)2 = ¹2
B)	 (x – 2)2 + (y + 1)2 = 2

C)	 (x – 2)2 + (y + 1)2 = 4

D)	 (x – 1)2 + (y + 2)2 = 4

E)	 (x + 2)2 + (y – 1)2 = 4

09.	 (FGV-SP) Dado o ponto P(5, 4) e a circunferência de 

equação x2 + y2 – 2x – 2y – 20 = 0, a equação da 

circunferência concêntrica com a circunferência dada e 

que passa por P é

A)	 x2 + y2 – 2x – 2y – 20 = 0	

B)	 x2 + y2 – 2x – 2y – 21 = 0

C)	 x2 + y2 – 2x – 2y – 22 = 0  

D)	 x2 + y2 – 2x – 2y – 23 = 0  

E)	 x2 + y2 – 2x – 2y – 24 = 0

10.	 (FUVEST-SP) O segmento AB é o diâmetro da circunferência 

de equação x2 + y2 = 10y. Se A é o ponto (3, 1), então 

B é o ponto

A)	 (–3, 9)				 

B)	 (3, 9)				  

C)	 (0, 10)

D)	 (–3, 1)

E)	 (1, 3)

11.	 (FJP-MG–2010) Considere a circunferência de centro 

C(3, 3) e tangente aos eixos coordenados. A soma das 

coordenadas do ponto dessa circunferência mais afastado 

da origem (0, 0) é

A)	 9						      C)	 4 + 6¹2
B)	 6 + 3¹2				    D)	 4 + 2¹3

Circunferência
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12.	 (Unimontes-MG–2010) Quantos pontos têm em 

comum a parábola 3x2 – y + 1 = 0 e a circunferência 

x2 + y2 – 4y + 3 = 0?

A)	 2 pontos

B)	 1 ponto

C)	 4 pontos

D)	 3 pontos

13.	 (PUC Minas) O raio da circunferência de equação 

x2 + y2 – x + y + c = 0 mede 
3

2
 unidades de comprimento. 

Nessas condições, o valor da constante c é igual a

A)	 − 7
4

						   

B)	 − 3
2

						   

C)	 –1

D)	
1

2

E)	 1

Seção Enem
01.	 Um holofote circular projeta no chão uma figura dada pela 

inequação x2 + y2 – 4x + 6y – 23 ≤ 0. Sabe-se que seu 

coeficiente de ampliação é 3, isto é, sua projeção possui 

uma área 3 vezes maior que sua superfície circular. O raio 

do círculo de sua superfície vale

Superfície circular

Projeção

A)	 3

B)	 2 3

C)	 3 3

D)	 4 3

E)	 5 3

02.	 Num sistema cartesiano, todas as cidades de um estado 

que distam 10 km da capital satisfazem à equação 

x2 + y2 – 20x + 40y + 400 = 0. Então, a capital do estado 

está localizada no ponto

A)	 (10, 20)

B)	 (–20, 40)

C)	 (–10, –20)

D)	 (20, –40)

E)	 (10, –20)

gabarito

Fixação
01.	 D

02.	 A

03.	 C

04.	B

05.	 A

Propostos
01.	B

02.	 A

03.	 E

04.	 D

05.	 D

06.	 E

07.	B

08.	 C

09.	 D

10.	 A

11.	B

12.	 D

13.	 A

Seção Enem
01.	B	

02.	 E

Frente E Módulo 11
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MóduloMatemática
Posições relativas à 
circunferência

12 E
Posições relativas 
entre uma reta e uma 
circunferência

Considere, num plano, uma reta t e uma circunferência λ 
de centro C e raio r. Seja d a distância de C até a reta t. 
Em relação a λ, a reta t ocupa uma das três posições:

1ª)	 t é tangente a λ se, e somente se, d = r.

  

C

λ
d

t

P

2ª)	 t é secante a λ se, e somente se, d < r.

C

λ
d

A

B

t

3ª)	 t é exterior a λ se, e somente se, d > r.

     

C

λ
d

t

Caso a reta t seja tangente ou secante à circunferência λ, 
obtemos os pontos de interseção resolvendo o sistema 
formado pelas equações de t e λ.

Assim, sendo Ax + By + C = 0 a equação de t 
e (x – a)2 + (y – b)2 = r2 a equação de λ, tem-se o sistema:

Ax By C I

x a y b r II

+ + =
− + − =






0

2 2 2

( )

( ) ( ) ( )

Esse sistema pode ser resolvido facilmente pela substituição 
de (I) em (II), chegando-se a uma equação do 2º grau de uma 
incógnita. Sendo ∆ o discriminante dessa equação, temos que:

i)	S e ∆ > 0, então a equação possui duas raízes reais e 
distintas (t é secante a λ).

ii)	S e ∆ = 0, então a equação possui duas raízes reais e 
iguais (t é tangente a λ).

iii)	Se ∆ < 0, então a equação não possui raízes reais 
(t é exterior a λ).

C

λ

t t

∆ > 0

∆ = 0

∆ < 0

t

Exemplos

1º)	 Qual é a posição relativa entre a reta (t) y = x + 1 

e a circunferência (λ) x2 + y2 = 2?

Resolução:

1º modo

Comparar o raio r com a distância d do centro da 

circunferência até a reta.

(l) x2 + y2 = 2 ⇒ C(0, 0) e r = ¹2

(t) x – y + 1 = 0

Logo:

d C t d C t d C t( , )
( ) ( )

( , ) ( , )=
− +

+ −
⇒ = ⇒ =

0 0 1

1 1

1

2

2
22 2

Assim, d < r ⇒ t é secante a λ.



72 Coleção Estudo

Frente E Módulo 12

2º modo

Resolver o sistema formado pelas equações de t e λ.

y x I

x y II

= +
+ =






1

22 2

( )

( )

substituindo (I) em (II), temos:

x2 + (x + 1)2 = 2 ⇒ 2x2 + 2x – 1 = 0 ⇒

D = (2)2 – 4.(2).(–1) = 12 ⇒ D > 0

Portanto, D > 0 ⇒ t é secante a λ.

2º) Dar a equação da circunferência do centro C(1, 2), 

tangente à reta (t) 3x + 4y + 4 = 0.

Resolução:

O raio da circunferência é igual à distância do centro 

até a reta.

r = d(C, t) = 
3 1 4 2 4

3 4

15
52 2

. .+ +

+
=  = 3

Portanto, a equação da circunferência é:

(x – 1)2 + (y – 2)2 = 9

PoSiçõES RELATiVAS 
ENTRE uM PoNTo E uMA 
CiRCuNFERêNCiA

Consideremos, num plano cartesiano, uma circunferência

λ: (x – a)2 + (y – b)2 = r2. Em relação a λ, um ponto P(x0, y0) 

do plano ocupa uma das três posições:

i) P pertence a λ se, e somente se, PC = r.

C

λ P
y

xaO

b

Logo, PC2 = r2 ⇔ (x0 – a)2 + (y0 – b)2 = r2 ⇒

(x0 – a)2 + (y0 – b)2 – r2 = 0

ii) P é interior a λ se, e somente se, PC < r.

  

C

λ
P

y

xaO

b

Logo, PC2 < r2 ⇔ (x0 – a)2 + (y0 – b)2 < r2  ⇒

(x0 – a)2 + (y0 – b)2 – r2 < 0

iii) P é exterior a λ se, e somente se, PC > r.

C

λ Py

xaO

b

Logo, PC2 > r2 ⇔ (x0 – a)2 + (y0 – b)2 > r2 ⇒

(x0 – a)2 + (y0 – b)2 – r2 > 0

Exemplos

1º) Dada a circunferência (λ) x2 + y2 + 2x – 2y – 7 = 0, 

qual é a posição, em relação a λ, do ponto A(3, 1)?

Resolução:

substituindo-se as coordenadas de a no 1º membro 

da equação de λ, tem-se:

32 + 12 + 2.3 – 2.1 – 7 = 7 > 0

Portanto, C é exterior a λ.

2º) Dada a circunferência (λ) x2 + y2 = 1, qual é a posição, 

em relação a λ, do ponto A(0, –1)?

Resolução:

substituindo as coordenadas de a no 1º membro da 

equação de λ, tem-se: 

02 + (–1)2 – 1 = 0

Portanto, a pertence a λ.
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Posições relativas à circunferência

Lugares geométricos 
de pontos

Considerada uma circunferência λ de centro C(a, b) e raio r,

i) 	 os pontos que satisfazem a equação

(x – a)2 + (y – b)2 – r2 = 0

	 são os pontos de λ.

C

λ
y

xaO

b

ii) 	os pontos que satisfazem a inequação

(x – a)2 + (y – b)2 < r2

	 são os pontos interiores a λ.

                  

C

λ
y

xaO

b

iii)	os pontos que satisfazem a inequação

(x – a)2 + (y – b)2 > r2

são os pontos exteriores a λ.

C

λ

y

xaO

b

Exemplos

1º)	 Representar graficamente: x2 + y2 – 8x – 6y + 21 ≥ 0

Resolução:

(x2 – 8x + ...) + (y2 – 6y + ...) ≥ –21 ⇒

(x2 – 8x + 16) + (y2 – 6y + 9) ≥ –21 + 16 + 9 ⇒

(x – 4)2 + (y – 3)2 ≥ 4

que representa os pontos da circunferência de centro 

(4, 3) e raio 2 e os pontos exteriores a ela.

C

2
λ

y

x4O

3

2º)	 Representar, graficamente:
x y
y

2 2 4
1

+ ≤
≥






Resolução:

x2 + y2 ≤ 4 é representada pelos pontos da 

circunferência de centro (0, 0) e raio 2 e pelos pontos 

interiores a ela.

λ

y

x2

2

O

y ≥ 1 é representada pelos pontos de ordenada 1 e 

pelos pontos de ordenada maior que 1.

y

x

1

O

Portanto, o segmento circular a seguir é a representação 

dos pontos que satisfazem a x2 + y2 ≤ 4 e a y ≥ 1.

λ

y

x2

2

1

O
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Posições relativas entre 
duas circunferências

Dadas duas circunferências de centros C1 e C2 e raios r1 e 

r2 (r1 ≥ r2), sabemos, da geometria plana, que:

1º caso

d(C1, C2) = r1 + r2 ⇒ circunferências tangentes 

exteriormente.

2º caso

d(C1, C2) = r1 – r2 ⇒ circunferências tangentes 

interiormente.

3º caso

r1 – r2 < d(C1, C2) < r1 + r2 = ⇒ circunferências 

secantes.

4º caso

d(C1, C2) > r1 + r2 ⇒ circunferências exteriores.

Caso especial

d(C1, C2) = 0 ⇒ circunferências concêntricas.

Exemplos

1º)	 λ1: x
2 + y2 – 2x – 3 = 0	 ⇒ 

C

r
1

1

1 0

2

( , )

=







λ2: x
2 + y2 – 2x – 2y = 0	 ⇒ 

C

r
2

2

1 1

2

( , )

=







Resolução:

d(C1, C2) = 1 ⇒ r1 – r2 < d(C1, C2) < r1 + r2

	 (2 – ¹2 < 1 < 2 + ¹2)

	 ⇒ Circunferências secantes

2º)	 λ1: (x – 1)2 + y2 = 1	 ⇒ 
C

r
1

1

1 0

1

( , )

=







λ2: (x – 4)2 + y2 = 4	 ⇒ 
C

r
2

2

4 0

2

( , )

=







Resolução:

d(C1, C2) = 3 ⇒ d(C1, C2) = r1 + r2

	 (3 = 1 + 2)

	 ⇒ Circunferências tangentes  

	     exteriormente

Exercícios de fixação

01.	 (UEL-PR) Seja P um ponto do eixo das ordenadas 

pertencente à reta de equação 2x – 3y – 6 = 0. A equação 

da circunferência de centro em P e tangente ao eixo das 

abscissas é

A)	 x2 + y2 = 4				 

B)	 x2 + y2 + 4x = 0		

C)	 x2 + y2 + 4y = 0

D)	 x2 + y2 – 4x = 0

E)	 x2 + y2 – 4y = 0

02.	 (FUVEST-SP) A reta y = mx (m > 0) é tangente à 

circunferência (x – 4)2 + y2 = 4. O seno do ângulo que a 

reta forma com o eixo x vale

A)	
1

5
						      D)	

2

2

B)	
1

2
						      E)	 ¹5

C)	
3

2

03.	 (UFPR) No sistema de coordenadas cartesianas 

ortogonais, a equação da tangente à circunferência  

x2 + y2 – 25 = 0, no ponto P(3, 4), é

A)	 –3x + 4y – 7 = 0			 

B)	 3x + 4y + 25 = 0			 

C)	 3x – 4y + 7 = 0

D)	 4x + 3y – 24 = 0

E)	 3x + 4y – 25 = 0

04.	 (UFRGS) Os raios das circunferências tangentes aos eixos 

coordenados e que contêm o ponto (1, 2) são

A)	 1 e 2						    

B)	 1 e 5			 

C)	 2 e 3 

D)	 2 e 5

E)	 3 e –5

05.	 (UFOP-MG) A equação da circunferência de centro P(3, 1) 

e tangente à reta r: 3x + 4y + 7 = 0 é

A)	 x2 + y2 + 6x – 2y – 6 = 0

B)	 x2 + y2 – 6x – 2y – 6 = 0

C)	 x2 + y2 + 6x + 2y + 6 = 0

D)	 x2 + y2 + 2y – 6x – 6 = 0

E)	 x2 + y2 – 6x – 2y + 6 = 0
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Posições relativas à circunferência

Exercícios Propostos
01.	 (UFRGS) Considere a circunferência inscrita no triângulo 

equilátero, conforme mostra a figura.

–1 1O x

y

A equação da circunferência é

A)	 x2 + (y – 1)2 = 1		  D)	 x2 + y −








 =3

4

3

16

2

B)	 x2 + y −








 =3

2

3

4

2

		 E)	 x2 + y −








 =3

3

1

3

2

C)	 x2 + y −








 =2 3

3

4

3

2

02.	 (UFPE) Assinale a alternativa que corresponde à equação 

de circunferência cujo raio mede 2 e que tangencia os 

dois semieixos positivos.

A)	 x2 + y2 – 4x – 4y + 4 = 0	

B)	 5x2 + 5y2 – 80x – 80y + 320 = 0	

C)	 x2 + y2 – 4x – 4y + 8 = 0

D)	 2x2 + 2y2 + 3x – 3y + 7 = 0

E)	 x2 + y2 + 8 = 0

03.	 (FUVEST-SP) Uma reta passa pelo ponto P(1, 3) e é 

tangente à circunferência de centro C(1, 1) e raio 1 num 

ponto T. Então, a medida do segmento PT é

A)	 ¹3						      D)	 ¹6
B)	 2						      E)	 ¹7
C)	 ¹5

04.	 (PUC-SP) A circunferência com centro na origem e 

tangente à reta 3x + 4y = 10 tem equação

A)	 x2 + y2 = 1				 

B)	 x2 + y2 = 2				 

C)	 x2 + y2 = 3

D)	 x2 + y2 = 4

E)	 x2 + y2 = 5

05.	 (UNESP) Seja 

S = {(x, y) ∈ ²: x2 + y2 ≤ 16 e x2 + (y – 1)2 ≥ 9} 

uma região do plano. A área de S é

A)	 5						      D)	 7π		

B)	 7						      E)	 7π²

C)	 5π		

06.	 (UFC–2008) O número de pontos na interseção dos 

subconjuntos do plano cartesiano 

r = {(x, y) ∈ 2; –x + y + 1 = 0}  e

c = {(x, y) ∈ 2; x2 + y2 + 2x – 4y + 1 = 0}  é

A)	 0

B)	 1

C)	 2

D)	 3

E)	 4

07.	 (UFJF-MG) Considere as circunferência C1 e C2 de equações 

x2 + y2 – 4x – 2y + 1 = 0 e x2 + y2 – 4x – 2y – 4 = 0,  

respectivamente. É CORRETO afirmar que

A)	 C1 é tangente ao eixo das abscissas.

B)	 C1 e C2 se interceptam em um único ponto.

C)	 C1 e C2 se interceptam em dois pontos.

D)	 C1 e C2 não se interceptam.

08.	 (FUVEST-SP) Das regiões hachuradas na sequência, a que 

MELHOR representa o conjunto dos pontos (x, y), do plano 

cartesiano, satisfazendo ao conjunto de desigualdades 

x ≥ 0; y ≥ 0; x – y + 1 ≥ 0; x2 + y2 ≤ 9, é

A)	 y

xO

			 

B)	 y

xO

			 

C)	 y

xO

D)	 y

xO

E)	 y

xO

09.	 (UFRN) No sistema de coordenadas cartesianas 

ortogonais, a equação da tangente à circunferência 

x2 + y2 = 1, no ponto −










2

2

2

2
, , é

A)	 y = x + ¹2			

B)	 y = x – ¹2	

C)	 y = –x + ¹2
D)	 y = –x – ¹2

E)	 y = 2x + ¹2
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10.	 (FEI-SP) O comprimento da corda que a reta x + y = 3 

determina na circunferência de centro (2, 1) e raio 
5

2
 é

A)	 ¹2						      D)	 4¹2

B)	 2¹2					     E)	 5¹2

C)	 3¹2	

11.	 (UFC–2010) Em um sistema cartesiano de coordenadas, 

o valor positivo de b tal que a reta y = x + b é tangente 

ao círculo de equação x2 + y2 = 1 é

A)	 2

B)	 1

C)	 ¹2

D)	
1

2

E)	 3

12.	 (UFSM-RS) A reta y = 
3

3
x é tangente a uma circunferência 

de centro (2, 0). O raio dessa circunferência é

A)	 0,5						     D)	 2

B)	 1						      E)	 3

C)	 ¹3				  

13.	 (PUCPR) As interseções das retas de equações 

|y| = 3 e |x – 2| = 3 delimitam um quadrado em que 

está inscrita uma circunferência cuja equação é

A)	 x2 + y2 = 9

B)	 x2 + y2 – 4x – 4 = 0

C)	 x2 + y2 – 4x – 5 = 0

D)	 x2 + y2 – 10x – 6y + 25 = 0

E)	 x2 + y2 – 10x + 16 = 0

Seção Enem
01.	 Um emblema de uma bandeira de uma escola de samba é 

uma figura geométrica definida por x2 + y2 – 6x – 6y + 9 ≤ 0  

quando projetada em um plano cartesiano com x e y 

dados em metros. Esse emblema será pintado em duas 

cores separadas pela reta y = x. A região acima da reta 

será pintada de verde, e a região abaixo será pintada 

de rosa. Considerando que a escola de samba pretende 

confeccionar 100 dessas bandeiras e que uma lata de tinta 

cobre 4 m2 do emblema, determine a quantidade mínima 

de latas de tinta rosa a serem utilizadas. Adote π = 3,14.

A)	 225

B)	 320 

C)	 354

D)	 450

E)	 500

02.	 Um ex-marido foi proibido pela Justiça de se aproximar 

da ex-mulher, devendo manter uma distância fixa mínima 

de sua residência, localizada na origem do sistema 

cartesiano. A região que melhor representa os pontos 

proibidos para o ex-marido se localizar é

A)	 y

xO

	 D)	 y

xO

B)	 y

xO

	 E) y

xO

C)	 y

xO

Gabarito

Fixação
01.	 C			   04.	B

02.	B			    05.	B

03.	 E

Propostos
01.	 E			   08.	 A

02.	 A			   09.	 A

03.	 A			   10.	 E

04.	 D			   11.	 C

05.	 D			   12.	B

06.	 A			   13.	 C

07.	 D			 

Seção Enem
01.	 C			   02.	 C


