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06.

07.

(UFU-MG-2006) Sejam f: R > R e g: R — R funcdes tais 08.
que (fo g)(x) = 10x — 1 e g(x) = -5x + 2. Sabendo-se
que o grafico de f é uma reta, assinale a Unica alternativa
INCORRETA.
A)f— =0
B) f é decrescente.
) f—- =4
D) O coeficiente angular do grafico de f é -2.
09.
(UFES) A funcgédo cujo grafico esta representado na figura
a seguir tem inversa.
y
(0] X
O grafico de sua inversa é
A) 10.
B)
11.

0

D)

E)

@] < < o < @] < o] <
o]
x = < > <

(UFMG) Sejam f: R - R e g: R - {0} — R fungGes tais que

+

f(x) =x+1eg(x) = . Entdo, pode-se afirmar que

A) f=g

B) g of estad definida em R.

C) (fog)(x) =x+2,VxeR
D) f(x) >0eg(x) >0, Vvx>-1

E) f(x) <0eg(x)<0,vx<-1

(UFRJ) Seja f: R — R uma fungao definida por f(x) = ax + b.
Se o grafico da funcgdo f passa pelos pontos A(1, 2) e
B(2, 3), a fungdo f-! (inversa de f) é

A) fi(x) =x + 1
B) f-i(x) = —x + 1
C) fix)=x-1
D) fi(x) = x + 2

E) fi(x)=-x+2

(FEI-SP) Se f(2x + 3) = 4x2 + 6x + 1, V X € R, entdo
f(1 - x) vale

A) 2-x?
B) 2 + x?
C) x+2x-4
D) 3x2-2x+ 4

E) > +x-1

(UFU-MG-2009) Sejam f: R > R e g: R — R duas fungdes
cujos graficos estdo esbocados a seguir:

y

6 4
—_ 4
2
/

/o

Definindo h: R — R por h(x) = f(x) - g(x), ¢ CORRETO
afirmar que

A) (foh)(4) =g*(4).
B) a fungdo h nunca se anula.
C) (foh)(0) = (g oh)(0).

D) h é crescente no intervalo ]-co, 2].
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Funcao composta e funcao inversa

12,

13.

14.

(Cesgranrio) Com a fungdo f(x), representada no grafico
a seguir, e com a fungdo g(x), obtém-se a composta
g(f(x)) = x. A expresséo algébrica que define g(x) é

//%m

1
4

Y

Ax
D=

B) %41
4

(UFJF-MG-2007) Seja f: R » R, dada por f(x) = ax - 8
e tal que f(f(1)) > 1. O MENOR valor inteiro positivo
possivel para a é

A) um numero impar.
B) um numero primo.
C) um mdltiplo de 3.
D) um multiplo de 5.
E) um multiplo de 7.
(UFTM-MG-2008) As retas r e s sao simétricas com

relagdo aretay = x. Se aequacdo der éy = ax + b,
coma=#+0eb # 0, entdo a equagdo de s é

A)y=§+b
a

B) y=-> +b
a

C)y=-=-b
a

D) y=

o | X
+
o |OT

E) y=

o |T

15.

16.

(UFU-MG-2008) Sejam f e g duas fungdes reais definidas
para todo nimero real. Se f é dada por f(x) = 2x** -3
e a fungdo composta f o g, por (f o g)(x) = x> + 1, entdo
o valor de g(-2).g(2) é igual a

A) 4
B) 8
C) 16
D) 32

(UFU-MG-2006) Seja f a funcdo real de variavel real cujo
grafico estd representado na figura a seguir. Sejam
g a fungdo inversa de f e h a fungdo definida por
h(x) = —g(-x). Assinale a alternativa que corresponde ao
grafico da fungédo h.

A) y

7

B) Y

/1 X

O]

D) y
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SECAO ENEM

01. A figura a seguir indica as trajetérias de dois robds,

Sojourner e Opportunity, utilizados pela Agéncia Espacial
Americana no projeto de exploragdo cientifica do planeta
Marte. Considere que os dois rob6s tenham partido,
simultaneamente, de pontos distintos da superficie de
Marte, com a mesma velocidade e em trajetoria retilinea,
em uma missdo de exploracdo. Cada um dos robés é

controlado por um operador na Terra.

Ponto de
N partlga
orte (Robd
Sojourner)
,- Nordeste
Ponto de
partida
(Robd
Opportunity)
Oeste O// Leste
" Sudoeste Sul

Sabe-se que o rob6 Sojourner intercepta a linha norte-sul
a 4 km ao norte do ponto de referéncia O, e intercepta
a linha leste-oeste a 2 km a oeste desse mesmo ponto
de referéncia. Considerando-se que a trajetoéria do robd
Opportunity seja simétrica a trajetéria do robé Sojourner
em relagdo a linha sudoeste-nordeste, e que ndo ocorram
imprevistos que atrasem os rob0s, pode-se afirmar que

0s mesmos irdo se encontrar a, aproximadamente,

(considere: y/2x~1,4)

A) 1,4 km do ponto O.
B) 2,8 km do ponto O.
C) 4,2 km do ponto O.
D) 5,6 km do ponto O.

E) 7,0 km do ponto O.

02.

Uma das etapas da implementagdo de uma rotina de
programacao de computadores consiste na determinagao
de um parametro ¢. Esse parametro é obtido da
seguinte forma:

e Um dado de entrada x é inserido no programa.

e Multiplica-se x por 8.

e Adiciona-se 11 ao resultado anterior.

Em uma etapa subsequente, o programador calcula
um parémetro o, utilizando o valor de ¢ calculado
anteriormente, do seguinte modo:

e Adiciona-se 13 ao valor de ¢.

e Eleva-se o valor obtido ao quadrado.

Um programador decidiu determinar o parémetro o
em uma Unica etapa, a partir do dado de entrada x.
A expressao matematica correspondente a essa operagao é
A) 6 =64(x2+ 6x+9)

B) o = 64(x? + 11x + 13)

C) 6 =64(x2+9)

D) o = 64(x? - 3x + 12)

E) o = 64(4x> + 6X + 9)

GABARITO

Fixacao

01. D 02. A 03. E 04. B 05. B

Propostos
01. C 09. C
02. C 10. E
03. E 11. C
04. D 12. C
05. C 13. D
06. C 14. E
07. D 15. A
08. E 16. D

Secao Enem

01. D 02. A

L4

| Colecao Estudo



MATEMATICA ...

Poligonos

POLIGONO

Um poligono é uma figura geométrica plana formada
por segmentos de reta (ndo colineares dois a dois), tais
gue cada extremidade de qualquer um deles é comum a
apenas um outro.

A seguir, temos um poligono com seis lados (hexagono)
e seus principais elementos:

C vértice
\ad0

angulo interno

angulo externo

A tabela a seguir mostra os nomes que recebem os
poligonos, conforme o seu nimero n de lados (ou de vértices).

N° de lados
(N° de vértices)

Nome do poligono

3 Triangulo
4 Quadrilatero
5 Pentagono
6 Hexagono
7 Heptagono
8 Octoégono
9 Eneadgono
10 Decagono
11 Undecagono
12 Dodecagono
15 Pentadecagono
20 Icosagono

Aos demais poligonos, ndo daremos nomes especiais,
referindo-nos a eles explicitando o seu nimero de lados.

05

POLIGONO CONVEXO

Observe que a reta r que contém o lado AB do hexagono
a seguir isola em um mesmo semiplano todos os demais
lados do hexagono.

B A r

O mesmo acontece com as retas que contém qualquer
um dos outros lados. Por isso, dizemos que esse hexagono
é convexo.

Um poligono é convexo se, e somente se, as retas que
contém qualquer um de seus lados deixam todos os demais
lados contidos em um mesmo semiplano.

Observando o poligono ABCDEFG, constatamos que ele ndo
é convexo, pois a reta r que contém o lado AB ndo deixa os
demais lados contidos em um mesmo semiplano. O poligono
que ndo é convexo é denominado poligono céncavo.

C D

POLIGONO REGULAR

Um poligono convexo que possui todos os lados congruentes
entre si (equilatero) e todos os dngulos internos congruentes
entre si (equiangulo) é chamado de poligono regular.

Triangulo regular
(triangulo equilatero)

Hexagono regular

Quadrilatero regular
(quadrado)
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DIAGONAIS E SOMA DOS
ANGULOS INTERNOS E EXTERNOS

Se um poligono tem n lados, n > 3, entdo d n(n—3)
( = M=)

ele possui %_3) diagonais. 2

A soma das medidas dos angulos internos
de um poligono convexo de n lados € | S, = (n - 2)180°
(n - 2)1800.

A soma das medidas dos angulos externos

S_= 360°
de um poligono convexo é 360°. €

CIRCUNFERENCIAS
CIRCUNSCRITA E INSCRITA EM
POLIGONOS REGULARES

Todo poligono regular admite a circunferéncia circunscrita
(aquela que passa por todos os vértices do poligono) e a
circunferéncia inscrita (aquela que tangencia todos os lados
do poligono). Essas duas circunferéncias tém o mesmo
centro O, chamado também de centro do poligono regular.

Vamos estudar o calculo das medidas dos raios das
circunferéncias circunscrita e inscrita em alguns poligonos
regulares. Ao raio da circunferéncia inscrita em um poligono
regular, damos o nome de apdtema.

Quadrado

A medida da diagonal de um quadrado de lado £ é (/2.
Portanto, temos:

Raio R da circunferéncia circunscrita:

[
Raio r da circunferéncia inscrita (apotema): -

N

N[~

Triangulo equilatero

A medida da altura h de um tridngulo equilatero de lado ¢

é % Como no tridngulo equildtero as alturas estdo
contidas nas mediatrizes e coincidem com as bissetrizes
e com as medianas, temos que o ponto comum as alturas
é circuncentro (centro da circunferéncia circunscrita),
é, também, incentro (centro da circunferéncia inscrita) e,
também, é baricentro (divide cada mediana na razdo 2

para 1).

w3
—_— =

r:f.h:r:l.
3 2

Hexagono regular

Os vértices de um hexagono regular dividem a circunferéncia
circunscrita em seis arcos congruentes; logo, cada um desses
arcos mede 60°. Assim, o angulo central correspondente a
cada um desses arcos também mede 60°.
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Poligonos

Como AO = OB e AOB = 600, temos que OAB = OBA = 60° e,
portanto, o triangulo AOB é equilatero. Sendo £ a medida
do lado desse hexagono, concluimos que o raio R da
circunferéncia circunscrita é:

R=/

Vamos analisar o caso em que a circunferéncia esta inscrita
em um hexagono regular.

Como r é a medida da altura de um triangulo equilatero
de lado ¢, entdo o raio r da circunferéncia inscrita (apétema)
mede:

ANGULOS EM POLIGONOS
REGULARES
Angulo céntrico

Todos os angulos céntricos de um poligono regular sdo
congruentes. Entdo, a medida de cada um deles é dada por:

360°
n

c

Angulo interno

Como o poligono regular possui os n angulos congruentes,
a medida de cada um deles é dada por:

_ S _(n-2)180°
n n

a.

Angulo externo

Como todos os angulos externos sdo congruentes,
a medida de cada um dos n angulos externos é dada por:

ae=

S. _ 3600
n n

EXERCICIOS DE FIXACAO

01. (UNITAU-SP) O poligono regular convexo em que o
numero de lados é igual ao nimero de diagonais é o
A) dodecagono. D) hexagono.
B) pentagono. E) heptagono.

C) decagono.

02. (PUCRio) Os angulos internos de um quadrildtero medem
3x - 45, 2x + 10, 2x + 15 e x + 20 graus. O MENOR
angulo mede

A) 90° D) 105°
B) 65° E) 80°
C) 45°

03. (UFSCar-SP) A figura 1 representa um determinado
encaixe no plano de 7 ladrilhos poligonais regulares
(1 hexagono, 2 triangulos, 4 quadrados), sem
sobreposigdes e sem cortes.

Figura 1 Figura 2

Em relagdo aos 6 ladrilhos triangulares colocados
perfeitamente nos espacgos da figura 1, como indicado
na figura 2, € CORRETO dizer que

A) 2 sdo tridngulos equilateros e 4 sdo triangulos
isdsceles de angulo da base medindo 15°.

B) 2 sdo triangulos equilateros e 4 sdo triangulos
isdsceles de angulo da base medindo 30°.

C) 2 sdo triangulos isdsceles de angulo da base medindo
50° e 4 sdo triangulos isdsceles de angulo da base
medindo 30°.

D) 2 sdo triangulos equilateros e 4 sdo triangulos
retangulos isdsceles.

E) 2 sdo triangulos equilateros e 4 sdo triangulos
escalenos.

04. (Mackenzie-SP) Os angulos externos de um poligono
regular medem 20°. Entdo, o nimero de diagonais desse

poligono é

A) 90 D) 135
B) 104 E) 152
C) 119

05. (UFU-MG) Sabendo-se que um poligono regular de n lados
esta inscrito num circulo de raio 1 e que o poligono possui
9 diagonais, ENCONTRE a medida do comprimento de
seu lado.

Editora Bernoulli | 47




Msdulo 05

EXERCICIOS PROPOSTOS

01.

02.

03.

04.

05.

06.

(PUC Rio) Um poligono regular de n lados tem
90 diagonais. O valor de n é
A) 10 B) 12 C) 15 D) 20 E) 21
(Cesgranrio) Se um poligono convexo de n lados tem
54 diagonais, entdo n é
A) 8 B) 9 C) 10 D) 11 E) 12
(UFJF-MG) Prolongando-se os lados AB e CD de um
poligono convexo regular ABCD..., obtém-se um angulo de
132° conforme ilustra a figura. De acordo com o niimero
de lados, esse poligono é um
A B 1320
A) octdgono. D) pentadecagono.
B) decagono. E) icosagono.
C) undecagono.
(Unificado-RJ) ABCDE é um pentagono regular convexo.
0O angulo das diagonais AC e AD vale
A) 30° B) 36° C) 45° D) 60° E) 72°
(PUC-SP) A figura mostra um hexagono regular de lado a.
A diagonal AB mede
B
A
A) 2a D) a3
B) a2 E) 2212
\/_ 3

av3

C -
) 2
(UFES) Na figura, as retas r e s sdo paralelas. A soma
o + B + y + & dos angulos indicados na figura é
r
s

A) 180° D) 480°
B) 270° E) 540°
C) 360°

07.

08.

09.

10.

11.

12,

13.

(UFES) Um poligono regular possui, a partir de cada um de
seus vértices, tantas diagonais quantas sdo as diagonais
de um hexagono. Cada angulo interno desse poligono
mede, em graus,

A) 140 D) 160
B) 150 E) 170
C) 155

(FUVEST-SP) Na figura a seguir, ABCDE é um pentagono

regular. A medida, em graus, do dngulo a. é
A

C D

A) 32 B)34 C)36 D)38 E) 40

(Unifor-CE-2007) Os lados de um octdégono regular sdo
prolongados até que se obtenha uma estrela. A soma das
medidas dos angulos internos dos vértices dessa estrela é

A) 180° B) 360° C) 540° D) 720° E) 900°

(Mackenzie-SP) Na figura, ABCDE é um pentagono regular,
EF é paralelo a AB e BF é paralelo a AE. A medida do
angulo a €

A
E B
D C
A) 72° D) 76°
B) 54° E) 36°
C) 60°

(ITA-SP) De dois poligonos convexos, um tem a mais que
o outro 6 lados e 39 diagonais. Entdo, a soma total dos
numeros de vértices e de diagonais dos dois poligonos
é igual a
A) 63 B) 65 C) 66

D) 70  E) 77

(UFU-MG) Considere um poligono regular de n lados,
circunscrito a um circulo de raio 1 cm. O valor de n, para
que o lado desse poligono tenha medida 2 cm, é igual a

A) 8 B) 6 C) 5 D) 4

(PUC-SP) Cada angulo interno de um decagono regular
mede

A) 36° B) 60° C) 72° D) 120° E) 144°
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(UEL-PR) Se um circulo de 5 cm de raio esta inscrito
em um hexdagono regular, o perimetro do hexagono,
em centimetros, é igual a

A) 20/3 D) 12/3
B) 18/3 E) 9/2
C) 15/2

(UFSCar-SP) Um poligono regular com exatamente
35 diagonais tem

A) 6 lados. D) 12 lados.
B) 9 lados. E) 20 lados.
C) 10 lados.

(Unicamp-SP) O poligono convexo cuja soma dos dngulos
internos é 1 440° tem, exatamente,

A) 15 diagonais.
B) 20 diagonais.
C) 25 diagonais.

D) 30 diagonais.
E) 35 diagonais.

(FUVEST-SP) Dois angulos internos de um poligono
convexo medem 130° cada um e os demais angulos
internos medem 128° cada um. O numero de lados do
poligono é
A) 6 B) 7 C) 13

D) 16 E) 17

(VUNESP) A distancia entre dois lados paralelos de um
hexagono regular é igual a 2y/3 cm. A medida do lado
desse hexagono, em centimetros, é

A) /3 B) 2 C) 25 D)3 E) 4

(Unifor-CE) A figura a seguir é formada por losangos,
todos congruentes entre si. A medida x do angulo
assinalado é

A) 100° B) 90° C) 80° D) 70° E) 60°

(UFSC-2006) Considere um hexagono equiangulo (dngulos
internos iguais) no qual quatro lados consecutivos medem
20 cm, 13 cm, 15 cm e 23 cm, conforme figura a seguir.
CALCULE o perimetro do hexagono.

E 20 D

13
C

SECAO ENEM

01.

(Enem-2002) Na construgdo civil, € muito comum
a utilizagdo de ladrilhos ou azulejos com a forma de
poligonos para o revestimento de pisos ou paredes.
Entretanto, ndo sdo todas as combinagbes de poligonos
que se prestam a pavimentar uma superficie plana, sem
que haja falhas ou superposicdes de ladrilhos, como
ilustram as figuras:

Figura 1: Ladrilhos retangulares que pavimentam o plano.

Figura 2: Heptadgonos regulares ndo pavimentam o plano

(ha falhas ou superposigao).

A tabela traz uma relacdo de alguns poligonos regulares,

com as respectivas medidas de seus angulos internos.

Nome | Tridngulo | Quadrado | Pentagono | Hexagono |0ctégono | Eneagono

Angulo | ) 900 1080 1200 1350 1400
interno

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinagdo de dois
tipos diferentes de ladrilhos entre os poligonos da tabela,
sendo um deles octogonal, o outro tipo escolhido devera

ter a forma de um
A) triangulo.
B) quadrado.
C) pentagono.
D) hexagono.

E) eneagono.
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02. As aranhas sdo notaveis gedmetras, ja que suas teias
revelam variadas relagdes geométricas. No desenho,
a aranha construiu sua teia de maneira que essa é
formada por hexagonos regulares igualmente espagados.
A aranha anda sobre o fio de sua teia e percorre 2 cm a
cada meio segundo. Qual é o menor tempo que a aranha
deve gastar, andando ao longo da teia, para alcangar o
infeliz inseto, que permanece imdvel?

03.

A) 1,5 segundo
B) 2,0 segundos
C) 2,5 segundos

D) 3,0 segundos
E) 6,0 segundos

Rolamento é um tipo de rolete usado para reduzir o atrito
nas partes méveis de uma maquina. Como exemplo,
podemos citar o eixo e a roda de carros, motos, bicicletas
e outros. Observe a figura a seguir:

As esferas sdo separadas
por um espacador

Quando a roda gira em torno do seu eixo, as esferas giram
dentro do rolamento, em torno de seu centro, reduzindo,
assim, o atrito entre eles. Observe, na ilustragao a seguir,
o poligono regular formado pelos centros das esferas.
Sabe-se que todas as esferas possuem o mesmo raio (r)
e sdo igualmente espagadas. Na confecgdo do rolamento,
podemos afirmar que

A)

B)

0

D)

E)

Os espagos entre as esferas
estdo representados por r

0 angulo a. formado para um rolamento de exatamente
8 esferas é de 22,5°.

para um rolamento de exatamente 8 esferas, o valor
de a mede 2r.

o poligono formado pelos centros das esferas possui
soma dos angulos internos igual a 1 8009, quando o
rolamento possui exatamente 10 esferas.

para um rolamento de exatamente 6 esferas, o valor
de a mede 2r.

no rolamento de 6 esferas, o angulo central
mede 90°.

GABARITO

Fixacao
01. B
02. B
03. D
04. D
05. 1

Propostos
01. C
02. E
03. D
04. B
05. D
06. E
07. B
08. C
09. D
10. A
11. B
12. D
13. E
14. A
15. C
16. E
17. B
18. B
19. C
20. 99 cm

Secao Enem

01. B
02. C
03. D
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Angulos na circunferéncia

Sendo C um ponto de um plano a e r uma medida positiva,
chama-se circunferéncia de centro C e raio r o conjunto dos
pontos do plano a que distam de C a medida r.

e«——— Ponto exterior
a circunferéncia
C

/7 )

A reunido de uma circunferéncia com o conjunto de seus
pontos interiores é chamada de circulo.

Ponto pertencente
a circunferéncia
Ponto interior

a circunferéncia

Circulo

Arcos e cordas

Dois pontos A e B de uma circunferéncia dividem-na em
duas partes chamadas arcos. O segmento de reta AB é
chamado de corda. Uma corda que passa pelo centro C da
circunferéncia é chamada de diametro.

PERIMETRO DA CIRCUNFERENCIA

Todas as circunferéncias sdo semelhantes entre si.
Por isso, a razdo entre a medida € do comprimento
(perimetro) de uma circunferéncia e a medida 2r de seu

diametro é constante, isto é:

— = constante
2r

06

c , . . .
A constante > é simbolizada pela letra grega = (pi),

e sabe-se, hoje, que essa constante é um numero irracional,
isto é, tem infinitas casas decimais e ndo é periddica:

n = 3,14159265...

C .
Da sentenca o = conclui-se que:

Portanto, o perimetro de uma circunferéncia é igual ao
produto da medida do didmetro por x.

POSICOES RELATIVAS ENTRE
RETA E CIRCUNFERENCIA

Uma reta r e uma circunferéncia A, contidas em um mesmo
plano, admitem as seguintes posicdes relativas:

Exterior

r é exterior a A quando ndo ha ponto comum entre elas.

r

Secante

Uma secante a uma circunferéncia é uma reta que
intercepta a circunferéncia em dois pontos distintos.

A
r

Dizemos que a reta e a circunferéncia sdo secantes.
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Propriedades da secante

i) Seumaretas, secante a uma circunferéncia A (C, r),
intercepta A em dois pontos distintos A e B e se

M é o ponto médio da corda AB, entdo a reta CM
é perpendicular a secante s (ou perpendicular
a corda AB).

ii) Seumaretas, secante a uma circunferéncia A (C, r),
intercepta A em dois pontos distintos A e B, entdo
a reta perpendicular a s, conduzida pelo centro C,
passa pelo ponto médio da corda AB.

Tangente

Uma tangente a uma circunferéncia é uma reta que
intercepta a circunferéncia num Gnico ponto, denominado
ponto de tangéncia.

A

Propriedade da tangente

Toda reta é perpendicular a um raio na extremidade da
circunferéncia se, e somente se, é tangente a circunferéncia.

!

POSICOES RELATIVAS ENTRE
DUAS CIRCUNFERENCIAS

Duas circunferéncias A, e 1,, de centros C, e C, e de raios
r, e r,, contidas em um mesmo plano, admitem as posigdes
relativas a seguir:

Externas: quando todos os pontos de qualquer uma delas
sdo externos a outra.

Uma interna a outra: quando todos os pontos de uma
delas sdo internos a outra.

Secantes: quando tém exatamente dois pontos distintos
em comum.

Tangentes: quando tém um Unico ponto em comum.

T
T
}\1 }LZ }MZ

Em duas circunferéncias tangentes, os centros C, e C, e
o ponto de tangéncia T sdo colineares.

Coincidentes: quando possuem todos os seus pontos
em comum.

QUADRILATEROS
CIRCUNSCRITIVEIS E
INSCRITIVEIS

Segmentos tangentes

Se de um ponto P conduzimos os segmentos PA e PB,
ambos tangentes a uma circunferéncia, com A e B na

circunferéncia, entso PA = PB.

A
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Quadrilatero circunscrito

Um quadrilatero convexo é circunscrito a uma circunferéncia
se, e somente se, seus quatro lados sdo tangentes a
circunferéncia.

A soma de dois lados opostos € igual a soma dos

outros dois.

Quadrilatero inscrito

Um quadrilatero convexo € inscritivel se, e somente se,

tem os vértices numa circunferéncia.

| Os angulos opostos s&do suplementares. |

ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

Angulo central de uma
circunferéncia

Todo angulo cujo vértice é o centro de uma circunferéncia

é chamado de angulo central dessa circunferéncia.

A

o. = Angulo central

. AB = Arco determinado
pelo &ngulo central

Define-se a medida, em graus, de um arco de circunferéncia
como sendo a medida do angulo central que o determina.

Exemplo:
A

) m(ACB) = m(AB) = 600
B

Angulo inscrito em uma
circunferéncia

Todo angulo cujo vértice pertence a uma circunferéncia e
os lados sdo secantes a ela é chamado de angulo inscrito
dessa circunferéncia.

o = Angulo inscrito

AB = Arco determinado
pelo angulo inscrito

A medida do angulo inscrito é metade da medida
do angulo central correspondente.

Demonstragao:

Tragando o angulo central B e o didmetro VD passando
por C, temos:

’A
V (
e
B

Observe que os tridngulos CVA e CVB sdo isdsceles,

VAN N\ A N
portanto, CVA = CAV e CVB = CBV.

No tridangulo CVA, ACD & angulo externo, assim
N
ACD = cUA + CAV = 2.c0A = cla = %

AN
No tridangulo CVB, BCD é angulo externo, assim:

BCD = CVB + CBVY = 2.CVB = CVB = —/
o ~. _ACD . BCD ’
Comoa=CVA+CVB=T+T:

A A
o = —.(ACD + BCD) =
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Angulo de segmento

Todo angulo cujo vértice pertence a uma circunferéncia,
sendo um lado tangente e o outro secante a circunferéncia,
é chamado de angulo de segmento.

Um angulo de segmento e um angulo central que
determinam o mesmo arco sdo chamados de angulos
correspondentes dessa circunferéncia.

A medida do angulo de segmento é metade da medida
do angulo central correspondente.

Demonstracao:

O angulo clia ¢ complementar de AUB.

Logo, m(CUA) = 900 - q.

Como o tridngulo CVA é isdsceles, pois CV = CA, entdo
C\/7A = CKV = 90° - a. Assim, pela soma dos angulos
internos do ACVA:

B+ 900 -0a+90°-a=180° =20 =B =
-

o =

N [

Angulo excéntrico

Interior

Se o vértice de um angulo é interior a circunferéncia e ndo
coincide com o centro da mesma, esse angulo é chamado
angulo excéntrico interior.

A medida de um angulo excéntrico interior é igual a
semissoma das medidas dos arcos interceptados por
ele e por seu oposto pelo vértice.

Exterior

Se o vértice de um angulo é exterior a circunferéncia e seus
lados sdo secantes a ela, esse angulo é chamado angulo
excéntrico exterior.

A medida de um angulo excéntrico exterior € igual

a semidiferenca das medidas dos arcos que ele
intercepta.

RELACOES METRICAS NA
CIRCUNFERENCIA

Ponto interior a circunferéncia

Se, em uma circunferéncia, duas cordas AB e CD
concorrem em um ponto P, entdo:

PA.PB = PC.PD

A

>
>
B
D \“'
B
Demonstracao:

Observe que os triangulos APC e DPB sdo semelhantes,

pelo caso AA (PA\C e PﬁB sdo angulos inscritos que
VA VA

determinam o mesmo arco, e APC e DPB sdo opostos pelo

vértice). Assim, temos a proporgdo:

PA _PC

= = PA.PB = PC.PD
PD PB
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Ponto exterior a circunferéncia EXERCICIOS DE FIXACAOQ

i) Seduas retas secantes AB e CD, concorrentesem P, 01.
interceptam uma circunferéncia em A, B, C e D,

conforme a figura a seguir, entdo:

‘ PA.PB = PC.PD

02.
Demonstragao:
Observe que os triangulos PAD e PCB sdao semelhantes,
pelo caso AA (A/F§C é angulo comum aos dois tridngulos,
e P/E\>C e PSA sdo angulos inscritos que determinam o mesmo
arco). Assim, temos a proporgao:
PA_PD _ pA.pB = PC.PD
PC PB
if) Se uma reta secante AB e uma tangente ﬁ,
concorrentes em P, interceptam uma circunferéncia
em A, B e T, conforme a figura a seguir, entdo: 03
(PT)2 = PA.PB
B B
A A
P P
T T
04.

Demonstragao:

Observe que os tridangulos PAT e PTB sdo triangulos
semelhantes, pelo caso AA (A/IST é um angulo comum aos
dois triangulos; e P@T, inscrito na circunferéncia, e P/'FA,
angulo de segmento, determinam o mesmo arco). Assim,
temos a proporgao:

PT _PB

o™ L (PT)2 = PA.PB
pa _pr — (PT)

(UFMG) Observe a figura.

Suponha que as medidas dos angulos P/S\Q, Q§R,
SI/D\R, assinalados na figura, sejam 45°, 18° e 38°,
respectivamente. A medida do angulo PQS, em graus, €
A) 38 B) 63 C) 79 D) 87
(Mackenzie-SP) Na figura a seguir, sabe-se que CﬁD = 20°
e CfE\D = 70°. Entao, AﬁB éigual a

A) 50° C) 60° E) 30°
B) 45° D) 22°30’

(UFES) Na figura, os segmentos de reta AP e DP s&o
tangentes a circunferéncia, o arco ABC mede 110 graus
e o angulo CﬁD mede 45 graus. A medida, em graus,

do angulo APD &
A

D
A) 15 B) 20 C) 25 D)30 E) 35

(FUVEST-SP) O raio da circunferéncia da figura € 2,5 cm.
AT = 6 cm (T é o ponto de tangéncia). Entdo, AB = x
vale, em centimetros,

A) 2 B) 9 C) 3 D) 3,5 E) 4
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05.

(Cesgranrio) Na figura a seguir, AB = 8 cm, BC = 10 cm,
AD = 4 cm e o ponto O é o centro da circunferéncia.
O perimetro do triangulo AOC mede, em cm,

A) 36

B) 45

C) 48 D) 50 E) 54

EXERCiCIOS PROPOSTOS

01.

02.

(UFU-MG) Uma escola resolveu construir uma pista de
atletismo em suas dependéncias. Essa pista devera ser
construida a partir de um retédngulo de lados 4R e 2R
com uma semicircunferéncia em cada extremidade,
conforme mostra a figura a seguir. As raias terdo 1 metro
de largura.

4R

2R

Tim

Em qual intervalo, R (em metros) devera ser escolhido
para que o circuito, em negrito na figura, tenha
600 metros de comprimento?

Observagao: Utilize n = 3,14

A) (41, 42)

B) (40, 41)

C) (42,43)

D) (39, 40)

(UFPE) Na figura a seguir tem-se um circulo de raio 1;
sobre este circulo, consideram-se arcos AB e CD medindo

T T
s e 9’ respectivamente (ambos orientados no sentido

anti-horario). Se a é a medida, em radianos, do angulo

A6B,CALCULE[144]m
T

0]

03.

04.

05.

06.

07.

(UFMG) Observe a figura.
A

C

Nessa figura, BD é um didmetro da circunferéncia
N A
circunscrita ao triangulo ABC, e os angulos ABD e AED

medem, respectivamente, 20° e 85°. Assim sendo,

o angulo CBD mede

A) 25° B) 35° C) 30° D) 400

(UFJF-MG) De um ponto M, exterior a um circulo de
centro O, tragam-se as tangentes MA e MB, de acordo com
a figura a seguir. Se a corda AB é um lado do tridngulo
equildtero inscrito nesse circulo, entdo a medida do
angulo VER

A) 400 B) 600 C) 90° D) 1200

(FUVEST-SP) Um arco de circunferéncia mede 300°,
e seu comprimento € 2 km. Qual o nimero inteiro MAIS
PROXIMO da medida do raio em metros?

A) 157 B) 284 C) 382 D) 628 E) 764

(PUC Minas) O angulo x, na figura a seguir, mede

A) 60° B) 80° C) 90° D) 100° E) 120°

(UFCE) Duas tangentes sdo tragadas a um circulo de um
ponto exterior A e tocam o circulo nos pontos B e C,
respectivamente. Uma terceira tangente intercepta o
segmento AB em P e AC em R e toca o circulo em Q.
Se AB = 20 cm, entdo o perimetro do tridngulo APR,
em cm, é igual a

A

A) 39,5 B) 40

C) 40,5

D) 41 E) 41,5

56
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08.

09.

10.

11.

12.

13.

(UFU-MG) Em um dado tridngulo retangulo inscrevemos
uma circunferéncia de diametro d e circunscrevemos
outra de didmetro D. O perimetro do triangulo vale

A) d+D C) d+ 2D E) 2(d + D)

B) 2d + D D) g(d+D)

(FUVEST-SP) A medida do angulo A/ISC inscrito na
circunferéncia de centro O é

D.C
AES B

N

A) 125° D) 100°
B) 110° E) 135°
C) 120°

(PUC) Na figura a seguir, o tridngulo ABC é is6sceles e BD
¢ a bissetriz do angulo de vértice B. A medida do éangulo
assinalado é

57

A) 55° B) 50° C) 45° D) 40° E) 35°

(UECE) Na figura, a reta MN é tangente a circunferéncia
em P, a secante MQ passa pelo centro O da circunferéncia
e a medida do angulo Q/I\>IP é 40°. A medida do angulo
NI/D\Q éigual a

M

Q

A) 65° B) 60° C) 550 D) 500
(Cesgranrio) Em um circulo de raio 5, esta inscrito um

quadrildtero ABCD. Sobre a soma dos angulos opostos

AN AN
BAD e BCD podemos afirmar que vale

A) 5.1800 D) 180°
B) 3.1800 E) 90°
C) 2.180°0

(ITA-SP) Numa circunferéncia, inscreve-se um quadrildtero

convexo ABCD tal que A/B\C = 700, Se x = AeB + BﬁC,
entdo

A) x = 120° D) x = 90°
B) x = 110° E) x = 80°
C) x = 100°

14.

15.

16.

17.

18.

(Fatec-SP) Na figura a seguir, o triangulo APB esta inscrito
na circunferéncia de centro C.

p
>

L)
N

Se os angulos assinalados tém as medidas indicadas,
entdo x é igual a

A) 23°45' D) 62°30°
B) 30° E) 66015’
C) 60°

(FUVEST-SP) Os pontos A, B e C pertencem a uma
circunferéncia Y e AC é lado de um poligono regular
inscrito em Y. Sabendo-se que o angulo A@C mede 18°,
podemos concluir que o niumero de lados do poligono é
igual a

A
Y
C
B
A) 5 B) 6 c) 7 D) 10  E) 12

(UNESP) Seja ABCD um retangulo cujos lados tém as
seguintes medidas: AB=CD=6cmeBC=DA=1,2cm.
Se M é o ponto médio de AB, ent&o o raio da circunferéncia
determinada pelos pontos C, M e D mede

A) 4,35 cm. D) 5,34 cm.
B) 5,35 cm. E) 4,45 cm.
C) 3,35cm.
AE 1

(UEBA) Na figura a seguir sao dados ec = 3 BE =8 cm

e ED = 6 cm. O comprimento de AC, em cm, é

C

D A

A) 10 B) 12 C) 16 D) 18 E) 20

(ITA-SP) Num trapézio retédngulo circunscritivel, a soma dos
dois lados paralelos é igual a 18 cm e a diferenga dos dois
outros lados é igual a 2 cm. Se r é o raio da circunferéncia
inscrita e @ € o comprimento do menor lado do trapézio,
entdo a soma a + r (em cm) é igual a

A) 12 B) 11 C) 10 D) 9 E) 8
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SECAO ENEM

01. (Enem-2002) As cidades de Quito e Cingapura
encontram-se proximas a Linha do Equador e em pontos
diametralmente opostos no globo terrestre. Considerando
o raio da Terra igual a 6 370 km, pode-se afirmar que
um avido saindo de Quito, voando em média 800 km/h,
descontando as paradas de escala, chega a Cingapura
em aproximadamente

A) 16 horas. D) 32 horas.
B) 20 horas. E) 36 horas.
C) 25 horas.

02. (Enem-2010) A ideia de usar rolos circulares para deslocar
objetos pesados provavelmente surgiu com os antigos
egipcios ao construirem as piramides.

BOLT, Brian. Atividades matematicas. Ed. Gradiva.

Representando por R o raio da base dos rolos cilindricos,
em metros, a expressao do deslocamento horizontal y
do bloco de pedra em fungao de R, apés o rolo ter dado
uma volta completa sem deslizar, é

A) y=R D) y = 2nR
B) y =2R E) y =4nR
C) y=1nR

03. (Enem-2010) Uma metallrgica recebeu uma encomenda
para fabricar, em grande quantidade, uma pega com o
formato de um prisma reto com base triangular, cujas
dimensdes da base sdo 6 cm, 8 cm e 10 cm e cuja altura
é 10 cm. Tal peca deve ser vazada de tal maneira que
a perfuragao na forma de um cilindro circular reto seja
tangente as suas faces laterais, conforme mostra a figura.

6 cm

O raio da perfuragdo da peca € igual a

A) 1cm. D) 4 cm.
B) 2cm. E) 5cm.
C) 3 cm.

04. (Enem-2010) Uma fabrica de tubos acondiciona tubos
cilindricos menores dentro de outros tubos cilindricos.
A figura mostra uma situagdo em que quatro tubos
cilindricos estdo acondicionados perfeitamente em um
tubo com raio maior.

Suponha que vocé seja o operador da maquina que
produzira os tubos maiores em que serao colocados, sem
ajustes ou folgas, quatro tubos cilindricos internos. Se o
raio da base de cada um dos cilindros menores for igual
a 6 cm, a maquina por vocé operada devera ser ajustada
para produzir tubos maiores, com raio da base igual a

A) 12 cm.

B) 12/2 cm.

C) 2442 cm.

D) 6(1 + /i) cm.
E) 12(1 + /2) cm.

GABARITO

Fixacao

01. C 02. E 03. B 04. E 05. E

Propostos
01. A 10. D
02. 4 11.
03. A 12.
04. B 13.
05. C 14.
06. B 15.
07. B 16.
08. C 17.
09. A 18.

Secao Enem

01.

©

02.

E

03.

B

04.
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MATEMATICA ...

Posicoes relativas e distancia 09
de ponto a reta

POSICOES RELATIVAS DE Ou seja:

a a a b c [¢ b, ¢
DUAS RETAS -2 5 1 _"1 @ _ 145 25 1,1
b, b, a b, b b b c
Duas retas r e s de um plano podem ser: E, reunindo as duas condigdes, temos:
isti a b c
e Paralelas JDistintasrns =9 L= 1% 1 (res paralelas distintas)
Coincidentesrns=r=r=s a, b, ¢

. Concorrentes r ns = {P .. ~
Py ii) Sem_ = m,en =n, asretas r e s sdo paralelas

Consideremos, entdo, no plano cartesiano, duas retas coincidentes.
(r)yax+by+c =0e(s)ax+by+c, =0, tais que
nem r nem s sejam paralelas aos eixos coordenados, isto &, y
a,#0,b,#0,a,#0eb,=0.
~ . ~ r=s
Suas equagdes na forma reduzida sao:
al C1
e (Max+by+c=0=>y=--"Lx-- n.=n,
b1 b1 —
a c o X
e (s)ax+by+c,=0=>y=-2x-2
b2 b2 -
Ou seja:
Na forma reduzida y = mx + n, m é o coeficiente angular,
e n é o coeficiente linear da reta. Ja g = a_ b, e G N by 25
a bl b2 aZ bZ bl bZ b2 CZ
m1 = -+ . .~
")y &, S b, E, reunindo as duas condigdes, temos:
=-——=X-—=
b1 b1 n = _& a b L
1 b L-_1-_1 (re s paralelas coincidentes)
1 b
2 2 2
a2
a c m, = b iii) Sem_#m, as retas r e s sdo concorrentes.
()y=-2x-~2= ’
b, b, n =— S y
2
b, r S
Portanto:
i) Sem =m_en #n,asretasres sdo paralelas distintas.
P
y
r
/ r/ls /O \ X
s
nr
/
n Ou seja:
A
al aZ al bl
0 -1+ 2 Lx_1 (res concorrentes)
X bl b2 aZ bZ
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Em resumo:

a b C

—L=—L %1 & (paralelas distintas)
a2 b2 CZ

a b c

—L=_1 =1 & (paralelas coincidentes)
aZ bZ CZ

a b

— # — & (concorrentes)

a2 bZ

OBSERVACOES

i) Se r é paralela a um dos eixos coordenados,
o problema da posicao relativa depende da reta s.

ii) Ser e s sdo concorrentes no ponto P, obtém-se as
coordenadas de P resolvendo o sistema formado
pelas equacdes de r e s.

Exemplo

Sejamr: 3x+4y-5=0es:6x+ by +c=0.

Entdo, r = s se: 3_4_.5 =b=8ec=-10

6 b [¢
r//s,se:b=8ec=+-10;
rxs,se:b+8ecel.

RETAS PERPENDICULARES

Duas retas r e s sdo perpendiculares uma a outra se,
e somente se, sdo concorrentes e formam um angulo reto.

N r

Teorema

No plano cartesiano, duas retas r e s de coeficientes
angulares m_e m_s&o perpendiculares entre si se, e somente
se, m.m_ = -1.

rlsem.m =-1om = L
ms

OBSERVACAO

Se uma das retas é paralela a um dos eixos coordenados,
entdo a reta perpendicular a ela é paralela ao outro eixo
coordenado.

Exemplo

Dar a equagdo da mediatriz do segmento de extremos nos
pontos A(2, 5) e B(6, 7).

Resolugao:

A mediatriz é perpendicular ao segmento AB pelo seu
ponto médio.

y mediatriz

A N B

5-. R

of 2 = 6 X

Sendo x,, e y,, as coordenadas do ponto médio M, temos:

XM=2+6=4
2 = M(4, 6)
5+7
Yy = > =6
Coeficiente angular de AB: m,, = /-5 _1
6-2 2

Sendo m o coeficiente angular da mediatriz, deve-se ter
m.m,, = -1= m(%} =-1=>m=-2

Portanto, a equacdo da mediatriz é:
y-6=-2(x-4)=>y=-2x+ 14

DISTANCIA DE PONTO A RETA

A distédncia de um ponto P a uma reta r € a distancia PQ,
em que Q é a projecdo ortogonal de P sobre a reta r.

p

Teorema

No plano cartesiano, a distancia d do ponto P(x,, Y,)
areta r, de equacdo ax + by + ¢ = 0, é dada pela expressdo:

P ) = ‘ax0+byo+c‘

va? +b?

OBSERVACAO

A formula da disténcia continua valida se P pertence a r
(d = 0), ou, ainda, se b = 0, caso em que r é perpendicular
ao eixo X.

Exemplo
Sejam P(2,—1)er:y=—%x+1:>3x+4y—4=0
3.2)+4.1-4] _[-2] 2

Jey @y Va5 s

Entdo: d(P, r) =
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EXERCICIOS DE FIXACAO

01.

02.

03.

04.

05.

(UFMG) A relagdo entre m e n, para que as retas das
equagdes 2x - my + 1 = 0 e nx + 3y + 5 = 0 sejam
paralelas, é

m 2 m_ 3
A) n 3 C) 03 E)mn =6
gy m__3 D) mn=-6

n 2

(UFMG) Seja a reta r de equacdo 2x - 3y - 5 = 0.
A equacdo da reta s, paralela a r, que contém P(1, -2), é
A) 2x-3y-1=0 D) 3x+2y+1=0

B) 2x-3y-8=0 E) 2x+3y+4=0

C) 3x-2y-7=0

(UFMG) A reta determinada pelos pontos P(a, 0) e Q(0, 2)
é perpendicular a reta 3x - 2y - 4 = 0. A abscissa do
ponto P é

4
D) -2
) 3

3 4
A) 3 B) A 3

E) -3

(UFMG) As retas perpendiculares a reta de equacgédo
3x + 4y - 9 = 0 que distam 4 unidades da origem sao

A) 4x -3y =5e4x -3y =-5
B) 4x -3y =20e4x -3y = -20
C) 4x-3y=4e4d4x -3y =-4
D) 3x -4y = 10e 3x + 4y = -10
E) 4x -3y =10e4x -3y = -10

(PUC-SP) Sejam A, B, C e D vértices consecutivos de um
quadrado, tais que A = (1, 3) e B e D pertencem a reta
de equacdo x - y — 4 = 0. A area desse quadrado, em
unidades de superficie, € igual a

A) 36/2 C) 32/2
B) 36 D) 32

E) 24/2

EXERCICIOS PROPOSTOS

01.

(VUNESP) Sabendo que o AABC é um triangulo retéangulo
(B = 90°), as coordenadas do vértice C sdo

y
51 A
3] |
7 X
_2- 7
1
A) 5, -2 D) 4=, -2
2
1
B) 3, -2 E) N.d.a
C) 4, -2

02.

03.

04.

05.

(FUVEST-SP) As retas r e s sdo perpendiculares e
interceptam-se no ponto (2, 4). A reta s passa pelo ponto
(0, 5). Uma equacgéo da reta r é

A) 2y + x =10

B) y=x+2

C) 2y -x=6

D) 2x+y =38

E) y = 2x

(UFPE) Considere o triangulo de vértices A(1, 1), B(3, 2)
e C(2, 3). A equagdo da reta que contém a altura desse
tridngulo relativa ao lado AC é dada por

A) x-2y=7

B) 2x + 2y = -7

C) 2y-x=7

D) x+2y=7

E) x+2y=-7

(UFMG) A reta r passa pelo ponto (16, 11) e néo
intercepta a reta de equagdo y = g - 5. Considerando-se
0s seguintes pontos, o UNICO que pertence a reta r é
A) (7,6)

13
B) (7, 3]

Q) 7,7
15
o (5]

(UFTM-MG-2010) A figura apresenta uma circunferéncia
de centro O e um didmetro AB no plano de coordenadas
cartesianas. As coordenadas de A e B sdo dadas na figura.
Sendo AOC um angulo reto, a reta que contém o diametro
que passa pelo ponto C pode ser expressa pela equagao

Y

A(10, 0)
(e} X

1
A x-=y=10
) 5V

1
B) 2x -~y =12
) 3V

C) 4x -3y =15
D) 5x -4y = 18

E) 6x -8y =21
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Msdulo 09

06. (Mackenzie-SP-2009) No sistema cartesiano ortogonal,
a reta 3x + 2y - 6 = 0 intercepta a curva y = cos X,
conforme figura. A disténcia do ponto P a reta dada é

X
3n 3n+2 3n
A) C) — E) —
2413 V13 V13

3n-2 3n-4

D
V13 )Z\E

B)

07. (uUCSal-BA) Considere o tridngulo de vértices A(0, 0),
B(1, 4) e C(4, 1). Sua altura em relacdo & base BC mede

52

2

A) 2/2 B) C) 4 D) 4/2 E) 5/2
08. (UFMG) A distdncia entre as retas de equacdes
y=/3xey=/3x+2¢é

A) V3 B) 2/3 E

C)7 D) 1 E) 2

09. (FUVEST-SP) S3o dados os pontos A(1, 1) e B(9, 3).
A mediatriz do segmento AB encontra o eixo dos y no
ponto de ordenada igual a

A) 20 B)21 C)22 D)23 E) 24

10. (UFRGS)Asretas paralelasy =ax+2ey=(5+2b)x-1
sdo perpendiculares a reta y = %x + 3, comacRe
beR".Ovalordea+bé
A) -2 B) -1 c) o D) 1 E) 2

11. (Mackenzie-SP) A distancia da reta determinada pelos
pontos A(1, 4) e B(5, 2) a origem é

9
o. o g 95

A) 9 B) 5
12. (FUVEST-SP) Os pontos M(2, 2), N(-4, 0) e P(-2, 4) séo,

respectivamente, os pontos médios dos lados ﬁ, BC e

CA do triangulo ABC. A reta mediatriz do segmento AB

tem a equagao

A) x+2y-6=0 D) 2x+y-6=0

B) x-2y+2=0 E) x+2y+6=0

C) 2x-2y-2=0

13. (Mackenzie-SP) Conhecidas as equagdes das retas
rrmx+y-3=0es:3x+y+ k=0, podemos afirmar
que r e s sao retas
A) paralelas, se m =3 ek = -3.

B) coincidentes, se m = 3 e k # -3.
C) concorrentes, se m = 3, k € R.
D) concorrentes, se k = -3, m € R.

E) paralelas, sem = 3, k € R.

SECAO ENEM

01. Considere uma cidade em que as ruas sdo representadas
por retas e as casas, por pontos. Num mapa cartesiano
dessa cidade, com medidas em km, a padaria Pannetutti
se localiza no ponto P(-5, 0) e o agougue Quasar se
localiza no ponto Q(-1, -3). Uma pessoa que estiver
na origem desse mapa e quiser se dirigir a Rua Pedro
Quintdo, na qual se localizam a padaria e o agougue, tera
de caminhar uma distancia de, no minimo,

A) 2 km. D) 3,5 km.
B) 2,5 km. E) 4 km.
C) 3 km.

02. Num sistema cartesiano, um trem segue uma trajetéria
retilinea dada pela reta 2x + 3y - 6 = 0. A menor distancia
entre uma cidade localizada no ponto P(3, y/13) e o trem &

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

GABARITO

Fixacao

01. D 02. B 03. A 04. B 05. B

Propostos
01. C 08. D
02. E 09. C
03. D 10. B
04. B 11. E
05. C 12. A
06. E 13. C
07. B

Secao Enem
@i, © 02. C
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MATEMATICA ...

Areas e teoria angular

AREA DE UM TRIANGULO

A area S de um triangulo de vértices A(x,, Y,), B(Xg, Y;) €
C(x., Y.) € dada por:

X, ¥y, 1

A

1
S=E|D|,emqueD= Xy Yy 1

OBSERVACOES
i) Se D =0, entdo os pontos A, B e C sdo colineares.

ii) Para se calcular a area de um poligono, podemos
dividi-lo em tridngulos e calcular a soma das areas de
cada um deles.

Exemplo

Calcular a area do quadrilatero de vértices M(1, 1),
N(4, 2), P(3, 5) e Q(1, 4).

Resolugao:

Observando-se o esbogo a seguir, obtemos a area do
quadrilatero somando as areas dos triangulos MNP e PQM.

Sejam D,,, 0 determinante dos pontos M, N e P e D,
o determinante dos pontos P, Q e M.

Assim, temos:

111 351
Dyp=|4 2 1|=10e D,,,=|1 4 1|=6

351 111
Portanto, Sypq = Suxe + Spqm = E|10| + E|6| = 8.

10

ANGULO AGUDO ENTRE DUAS
RETAS CONCORRENTES

Se duas retas r e s sao concorrentes e ndao perpendiculares,
elas determinam dois angulos agudos a opostos pelo vértice
e dois angulos obtusos b opostos pelo vértice, tais que
a+b=180°etga = -tgb.

Teorema

Sejam (r) y = mx + n_e (s) y = mXx + n_ duas retas
concorrentes e ndo perpendiculares (m_.m_# -1).

O angulo agudo @ entre elas é tal que:

Caso particular

Sejam (r)y=mx+n,m =0, e(s) x = k.
O angulo agudo @ entre elas é tal que:

oo |1
g o= m.
Exemplo
Sejamr:y=2x+7es:y=-3X.
Entdo, tg ¢ = 2-(3) = N =|-1] = 1= ¢ = 450.
1+2(-3) -5

POSICOES RELATIVAS ENTRE
PONTO E RETA

Consideremos, por exemplo, a reta r de equacgao reduzida
y = 2X + 2, cujo grafico € a figura a seguir, e 0 ponto A(1, 4).
Observe que o ponto A pertence a r, pois 4 = 2.1 + 2.

y
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Msdulo 10

Consideremos agora os pontos B(1, 5) e C(1, 3), que
possuem abscissas iguais a de A. Como as ordenadas de
B e C sao diferentes da ordenada de A, tais pontos nao
pertencem a reta r.

y
5-
44
3_ -

/

-1/ o

Assim:

° Sendo y, = 5, temos y, > vy,; €, portanto, o ponto B
estd acima de A.

. Sendo y. = 3, temos y. <vy,; €, portanto, o ponto C
estd abaixo de A.

Portanto, se y = mx + n é a equagdo reduzida de uma
reta r, entdo temos:

i) Os pontos que satisfazem a inequagdo y > mx + n
estdo acima da reta r.

Y

d

O X

ii) Os pontos que satisfazem a inequagdoy < mx + n
estdo abaixo da reta r.

Y

-

d

O X

Se a reta r é perpendicular ao eixo x e sua equacgdo é
x = k, de maneira andloga, concluimos que:

iif) Os pontos que satisfazem a inequagdo x > k, ou seja,
0s pontos de abscissa maior que k, estdo a direita
daretar.

Y4 r

O X

iv) Os pontos que satisfazem a inequacdo x < k, ou seja,
os pontos de abscissa menor que k, estdo a esquerda
da retar.

Exemplo

Esbogar a regido do plano delimitada por:

Xx-y20=y=<x (I)
Xx-220=x2=2 (II)

>
v
2_ ,,,,,,,,,

Resolucgao:

EXERCICIOS DE FIXACAO

01. (UFMG-2006) Neste plano cartesiano, esté representado
o quadrilatero ABCD.

Sabe-se que

i) A(1,0), C(11, 11) e E(3, 7).

ii) o ponto B esta no eixo x e o ponto E, no lado CD.
iii) os lados AD e BC s&o paralelos ao eixo y.

Entdo, € CORRETO afirmar que a area do quadrilatero
ABCD é

A) 87,5 B) 82,5 C) 85 D) 86

02. (UFJF-MG-2008) Considere o tridngulo limitado pelas
retasy =X,y =-x+ 2ey =ax, coma > 1. O valor

de a, de forma que a area desse tridngulo seja g, é

C) V2+1 E) V2
D) V2-1

03. (UFMG) O angulo agudo formado pelas retas de equagdes
x=0ey/3x +y-1=0 mede
A) 15° C) 30°
B) 22°30’ D) 37°30’

A) 2/2 +3
B) 3/2 +2

E) 45°
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Areas e teoria angular

04.

05.

X
(Cesgranrio) As retasy = -3x + 3 ey = w5 + 2 sao

mostradas na figura. A area da regido hachurada é
y

Ol \ X
A) 2,9 B) 3,0 C) 3,1 D) 3,2 E) 4,0
(FUVEST-SP) Na figura a seguir, A é um ponto do plano
cartesiano, com coordenadas (x, y). Sabendo que A esta

localizado abaixo da reta r e acima da reta s, tem-se
y

3'01’2 X
------ -1

r

X
D) x+1<y< —

X
A) y< - ey<-x+1 5

2

X
- <y<-—x+1

X
B < - ouy>-x+1 E
)y 5 y )2

X
C) E<yey>—x+1

EXERCICIOS PROPOSTOS

01.

02.

(PUC-SP) O conjunto dos pontos (X, y) do plano cartesiano
que satisfazem a inequagdo (x + y)(x - y) <0 é a parte
hachurada de qual das seguintes figuras?

A) y 9 y E) y

B) y D) y

(PUC Minas) Considere a regido do plano cartesiano
formada pelos pontos cujas coordenadas satisfazem ao

0=sx=s2
sistema jy > x
y<2x+2

Tomando-se o metro como unidade de medida nos
eixos coordenados, essa regido é um trapézio com
2 m de altura e area igual a A metros quadrados.
Entdo, o valor de A é
A) 3 B) 4

C) 5 D) 6

03.

04.

05.

06.

07.

08.

09.

(UFF-RJ) O elenco de um filme publicitédrio € composto
de pessoas com cabelos louros ou olhos verdes. Sabe-se
que esse elenco tem, no maximo, vinte pessoas entre
as quais, pelo menos, doze possuem cabelos louros e,
no maximo, cinco possuem olhos verdes. No grafico a
seguir, pretende-se marcar um ponto P(L, V), em que
L representa o nimero de pessoas do elenco que tém
cabelos louros e V o niimero de pessoas do elenco que
tém olhos verdes.

y
20
RI
5 R,
R, R\ R,
0 12 20 X

O ponto P devera ser marcado na regido indicada por
A) R, B) R, C) R, D) R, E) R,

(PUC-Campinas-SP) A parabola de equacdo y = x2 - 6 tem
vértice M e corta o eixo x nos pontos A e B. Qual a area do
triangulo ABM?

A) 1 D) 6/6
B) 6 E) 12/6
c /6

(UFRGS) Os pontos médios dos lados do quadrado ABCD,
com A(1, 2) e B(4, 2), sdo vértices do quadrado de area
igual a

3
A) 9 D)

9 3
B) 5 B) 5
C) 3

(Mackenzie-SP-2007) Os graficosdey =x+2ex+y =6
definem, com os eixos, no primeiro quadrante, um
quadrilatero de area
A) 12 B) 16 C) 10 D) 8 E) 14

(CEFET-MG-2010) Num supermercado em construgdo,
serdo instalados quatro terminais para consulta de pregos.
Considerando-se um sistema de coordenadas no plano do
chado, os locais onde serdo colocados os terminais coincidem
com os pontos de intersecdo das retas de equacdes
y=1y=2,y=xey=Xx- 3, tomadas duas a duas.

O poligono formado por esses pontos possui area igual a
A) 2 B) 3 C) 4 D) 5 E) 6

(VUNESP) A area do triangulo formado pelas intersecdes
dasretasx+y-6=0,x=1ey=1¢éigual a
A) 2 B) 4 C) 8 D) 16

(PUC Rio) Os pontos A(3, 1), B(4, -2) e C(x, 7) sao
colineares. O valor de x é igual a
A) 1 B) 2 C) 5

D) 6 E) 7
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Msdulo 10

10. (FUVEST-SP) A reta de equacdo 2x + 12y - 3 = 0,
em relacdo a um sistema cartesiano ortogonal, forma
com os eixos do sistema um tridngulo cuja area é

1 1 1 3 3
A) = B) — c) — D) = E) —
) ) 4 ) 15 ) 8 ) 16
11. (UFMG) A &rea do tridngulo limitado pelas retas
4x +5y-20=0,y=0ex=0¢

A) 4 B) 5 C) 10 D) 16 E) 20

12. (FGV-MG-2008) As intersecdes dey =X,y = -xey =6
sdo vértices de um triangulo de area
A) 36 B) 2442 C) 24 D) 12/2 E) 12

13. (UFMG) Observe a figura.

Nessa figura, a reta AC intercepta o eixo das abscissas
no ponto (;,OJ, e a area do triangulo de vértices

A, B e C é 10. Entdo, a ordenada do ponto B é

20
NGB 04 D) 5 E) 6

SECAO ENEM

(Enem-1999)
Instrugdo: Texto para a questdo 01.

José e AntOnio viajardo em seus carros com as respectivas
familias para a cidade de Serra Branca. Com a intengdo de
seguir viagem juntos, combinam um encontro no marco inicial
da rodovia, onde chegardao, de modo independente, entre
meio-dia e 1 hora da tarde. Entretanto, como ndo querem ficar
muito tempo esperando um pelo outro, combinam que o primeiro
que chegar ao marco inicial esperard pelo outro, no maximo,
meia hora; apds esse tempo, seguira viagem sozinho.

Chegada de
Antoni
n on|c1> P 9
(13h)
(6] R
0 Chegada
(12h) (13h) de José

Chamando de x o horario de chegada de José e de y o
horario de chegada de Anténio, e representando os pares
(x, y) em um sistema de eixos cartesianos, a regido OPQR
indicada anteriormente corresponde ao conjunto de todas as
possibilidades para o par (X, y).

01. Segundo o combinado, para que José e Antdnio viagem

. , . 1
juntos, é necessarioquey - x < Z ouquex-y < Z
2

Antoénio Y=X+§ y =X
1
I

1
=X-=
1 II Yy >

2 111

v

(e} 1 José

1
2

De acordo com o grafico e nas condigdes combinadas,
as chances de José e Ant6nio viajarem juntos sdo de

A) 0%. B) 25%. C) 50%. D) 75%. E) 100%.
02. Num mapa localizado sobre um sistema cartesiano,
3 cidades se localizam nos pontos A(2, 3), B(-5, 0) e
C(4, -1). A area da regido triangular determinada pelas

cidades é
A) 15u.a. C) 19 u.a. E) 23 u.a.
B) 17 u.a. D) 21 u.a.

GABARITO

Fixacao

01. C 02. A 03. C 04. A 05. E

Propostos
01. E 08. C
02. D 09. A
03. D 10. E
04. D 11. C
05. B 12. A
06. E 13. D
07. B

Secao Enem
01. D 02. B
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MATEMATICA ...

Circunferéncia

INTRODUCAO

Uma circunferéncia A é o conjunto de todos os pontos
do plano cuja distancia a um ponto fixo C € uma constante
positiva r.

C: Centro da circunferéncia;
r: Raio da circunferéncia.
Em simbolos: P e A< PC =r

by P

EQUACAO REDUZIDA DA
CIRCUNFERENCIA

Consideremos uma circunferéncia A de centro C(a, b) e raio r.

Obter uma equacdo da circunferéncia A € encontrar uma
relacdo entre as coordenadas x e y dos pontos do plano
que pertencem a A.

y

A P(XI Y)

(0] a X

Seja P(x, y) um ponto genérico da circunferéncia. Temos:

PeAlsPC=r

Pere/(x-a)Y+(y-b)2=r
Peles(x-a)+(y-b)y=r

Esta ultima igualdade é chamada de equagdo reduzida da
circunferéncia de centro (a, b) e raio r.

| (x-ay+(y-bp=r |

11

19) Dar a equacdo reduzida da circunferéncia de centro C
e raio r nos seguintes casos:

Exemplos

A) C(1,2)er=4

B) C(-1,2)er=5

C) C(0,-3)er=/3

D) C(0,0)er=1
Resolugéo:

A) (x-1)2+ (y-2)* =16
B) (x+ 1)2+ (y-2)2=25
3

C) x2+ (y + 3)?

D) x*+y?=1
29) Dar o centro C e o raio r da circunferéncia nos

seguintes casos:

A) (X - 3)2 + (y - 4)? = 100

B) (x+3)2+(y-1)2=16

C) (x+4)2+y2=9

D) x2+y2=7

Resolugéo:

A) C(3,4)er=10

B) C(-3,1)er=4

C) C(-4,0)er=3

D) C(0,0)er =7

OBSERVAGAO
Considerando-se a equacgao (x — a)? + (y — b)? = k, temos:

i) Sek>0,entdo (x-a)?+ (y - b)>=krepresenta uma
circunferéncia de centro C = (a, b) e raio = /E

ii) Se k =0, entdo (x — a)?2 + (y - b)? = k representa
oponto P =(a, b), pois(x-a)+(y-b)@2=0=
Xx-a=0ey-b=0.

iii) Sek <0, entdo (x - a)? + (y - b)?2 = k representa o
conjunto vazio, pois a soma dos quadrados de dois
nUmeros reais ndo pode ser negativa.
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Modulo 1

EQUACAO NORMAL DA OBSERVACOES
CIRCUN FERENC'A Na equagdo normal da circunferéncia de centro C(a, b) e

raio r, tem-se:

Seja a circunferéncia de centro C(a, b) e raio r. i)  Os coeficientes de x? e y2 s3o iguais a 1.
y if) Os coeficientes de x e de y sdo, respectivamente,
o dobro com os sinais trocados, das coordenadas
a e b do centro.
b__ R

ifi) N&o existe termo da forma kxy, k # 0.

iv) a? + b? - r? é chamado termo independente.

Exemplo

Q-
X

(0]

Sua equagéo reduzida é: Para que a equagdo mx*> + y2 + 4x - 6y + nxy - p =0

represente uma circunferéncia, devemos ter:
(x-a)+ (y-by=r P ,

= = 2 2 - =
Desenvolvendo-se a equacao reduzida, temos: m=1len=0=x+y +4x-6y=p=

X2 - 2ax + a2 + y2 - 2by + b? = 12 X*+4x+4+y?-6y+9=p+4+9=

Logo, obtemos: (Xx+2)2+(y-32=p+13>0=p>-13

[ cvv-sm-zy oo EXERCICIOS DE FIXACAO

Essa é a equagdo normal da circunferéncia de centro
C(a, b) e raio r. 01. (UFPA) Qual das equagdes a seguir é a equacio de uma
circunferéncia?

Se uma circunferéncia é dada pela sua equagdo normal,
pode-se determinar seu centro e raio por comparagao ou
completando-se a soma dos quadrados para obtermos a B) X2+ y?+2x+2y+4=0
equacdo reduzida, conforme o exemplo a seguir:

A) x>+y?+1=0

C) X2+ y2+ 2xy + 2x + 4y = 64
Exemplo D) X2+ y>+2x-4y =0
Obter o centro e o raio da circunferéncia E) X2 4 2xy + y2 = 3?

X2 +y? - 2x + 4y - 11 = 0.
Y Y 02. (UDESC) Para que a equacdio x> + y2-4x + 8y + k=0

Resolugao: represente uma circunferéncia, devemos ter

Tem-se: A) k<20

X?+y?-2x+4y-11=0 B) k> 13

Reagrupando: C) k<12

X2=2X+ ... +y?+4y + .. =11 D) k> 12

(2 -2x+..) + (Y2 + 4y +..) =11 E) k<10

Adicionando 1 e 4 aos dois lados da equagdo para que o 03. (PUC Minas) A medida do raio da semicircunferéncia de

10 e 0 20 fatores sejam quadrados perfeitos, temos:
equacao y = l./9 - 4x? éigual a
(-2x+ 1)+ (y2+4y +4)=11+1+4 2

Fatorando: A) D)

N wWIN

3
2
(x=1)+(y +2)*=16 B) E) 3
Essa é a equacdo reduzida da circunferéncia. 3
Portanto, a circunferéncia tem centro C(1, -2) e raio 4. ) 2

68 | Colecdo Estudo




Circunferéncia

04. (FGV-SP) O ponto da circunferéncia x2 + y2 = 1 mais préximo 06.
do ponto (5, 5) tem coordenadas cuja soma vale
2
A) 2 D) g
B) V2 E) 3/2
c) 2/2
07.
05. (UEL-PR) Sejam A(-2, 1) e B(0, -3) as extremidades de
um didmetro de uma circunferéncia A. A equacdo de A é
A) X+1@+(y+1y2=5
B) (x+1P+(y+12=20
O (-1 +(y-10=5
D) (x+1P2+(y-1=20
E) (x-12+(y+172=5
EXERCICIOS PROPOSTOS 08.
01. (UFPA) Uma circunferéncia tem centro no ponto C(2, -1)
e raio igual a /2. Qual é a equaco dessa circunferéncia?
A) (x=2P+ (y+17=y2
B) (x-222+(y+1)2=2
C) (x+1)+(y-22=y2
D) (x+2)2+(y+1)2=2
E) (x-20+(y-1)?=/2
02. (FGV-SP-2010) Dada a circunferéncia de equacéo 09.
x2 +y%-6x - 10y + 30 = 0, seja P seu ponto de ordenada
maxima. A soma das coordenadas de P é
A) 10 B) 10,5 C) 11 D) 11,5 E) 1
03. (UFRGS) A distancia entre o ponto de intersegdo das retas
y =5e3x + 2y -1 =0 e o centro da circunferéncia
X2 +y2-4x+6y-1=0¢
A) /5 D) /85
B) V29 E) /89
C) /40 10.
04. (Fatec-SP) Sejam O a origem do sistema de eixos
cartesianos e A o centro da circunferéncia de equacao
X2+ y2 - 2x -4y - 4 = 0. A equacgdo da reta que passa
pelos pontos A e O é
A) y=2x+1 D) y = 2x
B) y=2x-1 E) y=x
Q) ys= g
11.
05. (Unifor-CE) Seja a circunferéncia A, de centro no ponto

(1, -2). Se o ponto A(7, -10) pertence a A, o seu raio é

A) 5/2 D) 10
B) 8 E) 10/2
C) 8/2

(UFRGS) A equagdo x? + y? + 4x - 6y + m = 0 representa
um circulo se, e somente se,

A) m>0 D) m> -13
B) m<O0 E) m< 13
C) m>13

(PUC-SP) A reta de equagdo y = 2x - 4 intercepta os
eixos coordenados nos pontos A e B. Esses pontos sdo os
extremos de um didmetro da circunferéncia A. A equac&o
correspondente a A é

A) x2+y?-2x+4y-5=0

B) x2+y2-2x+4y =0

C) 2x2+4y?+2x+4y+5=0

D) x2+y?>+2x+2y+1=0

E) x?+y?+6x+3y-4=0

(UFPA) Qual
de raio 2 que é concéntrica a circunferéncia
X2+ y2—4x + 2y + 4 = 0?
A) (x =20+ (y + 17 =2
B) (x-2)2+(y+1)2=2
C) (x-22+(y+1)2=4
D) (x-1)>+ (y+2)°=4
E) (x+2)2+(y-12=4

a equacdo da circunferéncia

(FGV-SP) Dado o ponto P(5, 4) e a circunferéncia de
equacao x> + y2 - 2x - 2y - 20 = 0, a equacao da
circunferéncia concéntrica com a circunferéncia dada e
que passa por P é

A) x24+y?-2x-2y-20=0

B) x2+y2-2x-2y-21=0

C) x2+y2-2x-2y-22=0

D) x24+y?>-2x-2y-23=0

E) x2+y?*-2x-2y-24=0

(FUVEST-SP) O segmento AB é o didmetro da circunferéncia
de equagdo x2 + y2 = 10y. Se A é o ponto (3, 1), entdo
B é o ponto

A) (-3,9)

B) (3,9)

C) (0, 10)

D) (-3,1)

E) (1, 3)

(FJP-MG-2010) Considere a circunferéncia de centro
C(3, 3) e tangente aos eixos coordenados. A soma das
coordenadas do ponto dessa circunferéncia mais afastado
da origem (0, 0) é
A) 9

B) 6 + 3/2

C) 4+6/2
D) 4 +2/3
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12. (Unimontes-MG-2010) Quantos pontos tém em
comum a parabola 3x2 -y + 1 = 0 e a circunferéncia
x2+y2-4y + 3 =07
A) 2 pontos
B) 1 ponto
C) 4 pontos
D) 3 pontos

13. (PUC Minas) O raio da circunferéncia de equagéo
x?+y?-x+y+c=0mede % unidades de comprimento.
Nessas condigdes, o valor da constante ¢ é igual a

7
A) —-L
) a4

3
B) ->
) 2

C) -1
1
D) E

E) 1

SECAO ENEM

01. Um holofote circular projeta no chdo uma figura dada pela
inequacgao x? + y? - 4x + 6y - 23 < 0. Sabe-se que seu
coeficiente de ampliagéo é 3, isto &, sua projecdo possui
uma area 3 vezes maior que sua superficie circular. O raio
do circulo de sua superficie vale

Superficie circular 3,
/
/
/

Projecao

A) B
B) 2.3
c) 343
D) 443
E) 53

02. Num sistema cartesiano, todas as cidades de um estado
que distam 10 km da capital satisfazem a equagao
x2 + y?2 - 20x + 40y + 400 = 0. Entdo, a capital do estado
esta localizada no ponto

A) (10, 20)

B) (-20, 40)
C) (-10, -20)
D) (20, -40)
E) (10, -20)

GABARITO

Fixacao
01. D
02. A
03. C
04. B

05. A

Propostos

01. B
02. A
03. E
04. D
05. D
06. E
07. B
08. C
09. D
10. A
11. B
12. D

13. A

Secao Enem

01. B

02. E
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MATEMATICA ...

Posicoes relativas a 1 2
circunferéncia

POS'CGES RELAT'VAS Assim, sendo Ax + By + ~C =0 a equa959 de t
‘ e (x - a)?+ (y - b)2 = r? a equacdo de A, tem-se o sistema:

ENTRE UMA RETA E UMA

CIRCUNFERENCIA

Considere, num plano, uma reta t e uma circunferéncia A
de centro C e raio r. Seja d a distancia de C até a reta t.
Em relacdo a A, a reta t ocupa uma das trés posigdes:

{Ax+By+C=0 (1)
(x—-a)’+(y-b)*=r> (II)

Esse sistema pode ser resolvido facilmente pela substituicdo
de (I) em (II), chegando-se a uma equacao do 2° grau de uma
incognita. Sendo A o discriminante dessa equagdo, temos que:

i) Se A > 0, entdo a equagdo possui duas raizes reais e

a A -
13) t étangente a A se, e somentese, d =r. distintas (t & secante a A).

t ii) Se A = 0, entdo a equacdo possui duas raizes reais e
iguais (t é tangente a A).
2 p iii) Se A < 0, entdo a equagdo ndo possui raizes reais

O (t é exterior a A).

23) t é secante aA se, e somentese, d <r.

Exemplos

19) Qual é a posigdo relativa entre areta (t) y = x + 1

e a circunferéncia (A) x? + y2 = 2?
3a) t é exterior a A se, e somente se, d > r. Resolugéao:
t 12 modo

Comparar o raio r com a disténcia d do centro da
circunferéncia até a reta.

A
% A x2+y2=2=C(0,0)er =2
) x-y+1=0
Logo:
0-0+1 1 V2
Caso a reta t seja tangente ou secante a circunferéncia A, dC, t) = \/ﬁ =d(C, t)= N1 =d(C, t)= >
obtemos os pontos de intersegao resolvendo o sistema @7+ 2
formado pelas equagbes de t e A. Assim, d < r = t é secante a A.
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2° modo ii) P é interior a A se, e somente se, PC < r.
Resolver o sistema formado pelas equacdes de t e A. y
A
y=x+1 (0))
x*+y*=2 (1) bl

Substituindo (I) em (II), temos:

X2+ (x+1)2=2=2x2+2x-1=0=>

Q-
X

]

A=(2)2-4.(2).(-1)=12=>A>0
Logo, PC2 < rP < (x,-a) + (y,- by <r =

Portanto, A > 0 = t é secante a A.

. . . (X, —a)y+(y,-b)2?-rr<o0
29) Dar a equagao da circunferéncia do centro C(1, 2),

tangente a reta (t) 3x + 4y + 4 = 0.

iii) P é exterior a A se, e somente se, PC > r.

Resolugao:
O raio da circunferéncia é igual a distancia do centro Y 2 P
até a reta.
13.1+4.2+4| 15 T
r=dC t)=""—_1=""=3
V3% 4+ 42 5
Portanto, a equacdo da circunferéncia é: 5 i
a X

(x=-1)2+(y-2)2=9

Logo, PC? > rP < (x,-a)+ (y,-b)y?>rr=

POSICOES RELATIVAS T
ENTRE UM PONTO E UMA
CIRCUNFERENCIA Exemplos

19) Dada a circunferéncia (L) X2+ y2+ 2x -2y -7 =0,

Consideremos, num plano cartesiano, uma circunferéncia qual é a posicdo, em relacdo a A, do ponto A(3, 1)?

A: (x-a)?+ (y - b)?=r2 Emrelagdo a A, um ponto P(x,, Y,)
do plano ocupa uma das trés posicoes:

Resolucao:

) Substituindo-se as coordenadas de A no 1°© membro
i) P pertence a A se, e somente se, PC = r. .
da equagdo de A, tem-se:

y 324+12+23-21-7=7>0
by P
Portanto, C é exterior a A.
bd-----
29) Dada a circunferéncia (L) x2 + y2 = 1, qual é a posicéo,
em relagéo a A, do ponto A(0, -1)?
0 :il X Resolugédo:

. s . Substituindo as coordenadas de A no 1° membro da
Logo, PC* = r* < (x, —ay + (Yo = by = r* = equacdo de A, tem-se:

02+ (-1)2-1=0
(Xo—a) +(y,-b)-rr=0

Portanto, A pertence a A.
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LUGARES GEOMETRICOS
DE PONTOS

Considerada uma circunferéncia A de centro C(a, b) e raio r,
i) os pontos que satisfazem a equacdo
(x-ay+(y-b)-rr=0
sdo os pontos de A.

y

>

Q-
X

0]

if) os pontos que satisfazem a inequagao
(x-a)y+(y-by<r

sdo os pontos interiores a A.

y _______ .
. .
7\‘ . .
p N
4 N
’ s
p s
h \
b ' C \
T----- oS00 oo0 . 1
. ' L]
Al ! .
AY ' ’
. ! .
C ?
o 0
‘
¢
(0] a X

iii) os pontos que satisfazem a inequagao
(x-a)+(y-b@>r?
sdo os pontos exteriores a A.

y

- .

.~ -

Exemplos

19) Representar graficamente: x2 + y?-8x -6y +21>0
Resolugao:
(X2=-8x+..)+(y?-6y +...)>-21=>
(X2 = 8x + 16) + (y> -6y +9) > -21 + 16 + 9 =
(x-42+(y-3)224

que representa os pontos da circunferéncia de centro

(4, 3) e raio 2 e os pontos exteriores a ela.

y
A
3_ ,,,,,,
(0} 4 X
2 2 <4
29) Representar, graficamente: {X >+1y
y 2

Resolugao:

X2 4+ y? < 4 é representada pelos pontos da
circunferéncia de centro (0, 0) e raio 2 e pelos pontos
interiores a ela.

y > 1 é representada pelos pontos de ordenada 1 e
pelos pontos de ordenada maior que 1.

Portanto, o segmento circular a seguir é a representagdo
dos pontos que satisfazem a x> + y2<4eay>1.
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POSICOES RELATIVAS ENTRE EXERCICIOS DE FIXACAO
DUAS CIRCUNFERENCIAS oL

(UEL-PR) Seja P um ponto do eixo das ordenadas
pertencente a reta de equacgdo 2x - 3y - 6 = 0. A equagdo

Dadas duas circunferéncias de centros C, e C, e raios r, e da circunferéncia de centro em P e tangente ao eixo das
r, (r, = r,), sabemos, da geometria plana, que: abscissas é
1° caso A) XX +y>=4
d(C,, C,) = r, + r, = circunferéncias tangentes B) X2+ y2+4x =0

exteriormente. C) X2+y2+4y =0

2° caso D)
d(C,, C,) = r, - r, = circunferéncias tangentes
interiormente.

X2 +y?-4x =0

E) x2+y*-4y=0

3° caso 02. (FUVEST-SP) A reta y = mx (m > 0) é tangente a
r,-r,<dC, C) <r +r, == circunferéncias circunferéncia (x - 4)? + y2 = 4. O seno do angulo que a
secantes. reta forma com o eixo x vale

4° caso A) 1 D) @

d(C,, C,) > r, + r, = circunferéncias exteriores. 5 2
1

Caso especial B) > E) /5
d(C,, C,) = 0 = circunferéncias concéntricas.

V3
c) —
2

Exemplos
03. (UFPR) No sistema de coordenadas cartesianas
C1(1' 0) ortogonais, a equagdo da tangente a circunferéncia

19) A x2+y?-2x-3=0 3{
=2 x2 + y2 - 25 =0, no ponto P(3, 4), é

c,a,1) A) -3x+4y-7=0

A X +y?-2x-2y=0 = B) 3x+4y +25=0
r,=v2

C) 3x-4y+7=0

Resolucao: D) 4x+3y-24=0

E) 3x+4y-25=0
d(C,C)=1=r-r,<d(C,C)<r +r,

(2 _ ‘/f <1<2+ \/5) 04. (UFRGS) Os raios das circunferéncias tangentes aos eixos
coordenados e que contém o ponto (1, 2) séo
= Circunferéncias secantes A) 1e?2
B) 1e5
C.@1,0
2°)7»1:(X—1)2+y2=13{1(1) C) 2e3
f, = D) 2e5
E) 3e-5

C.(4,0
Li(x-4)y+y =4 :{ 2(2 )
= 05. (UFOP-MG) A equagdo da circunferéncia de centro P(3, 1)

Resolugao: etangentearetar:3x +4y +7=0¢

A) x2+y?+6x-2y-6=0

d(C, C)=3=d(C,C)=r +r, B) xX2+y?2-6x-2y-6=0

3=1+2) C) X2+y>+6x+2y+6=0
= Circunferéncias tangentes D) x2+y2+2y-6x-6=0
exteriormente E) X2+y?-6x-2y+6=0
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EXERCiClOS PRO POSTOS 06. (UFC-2008) O nimero de pontos na intersecdo dos

subconjuntos do plano cartesiano

01. (UFRGS) Considere a circunferéncia inscrita no tridngulo r={(x,y)eR*® x+y+1=0} e
equildtero, conforme mostra a figura. c={(X,y) eR,} x2+y2+2x -4y +1=0} é
y A) 0
B) 1
Q) 2
D) 3
-1 ol 1 X
E) 4
A equacao da circunferéncia é
\/— 3 07. (UFIF-MG) Considere as circunferéncia C, e C, de equagdes
A) X2+ (y-1)2=1 D) x2 + y——3 :i 2 2 2 2
4 16 x+y—4x—2y:l—1=0ex +y?-4x -2y -4=0,
) , respectivamente. E CORRETO afirmar que
B) x2 + [y _\/zg)zi E) x*+ [y_‘/f} =% A) C, étangente ao eixo das abscissas.
B) C, e C, se interceptam em um Unico ponto.
2
Q) X+ [y— 2 3J= 4 C) C, e C, se interceptam em dois pontos.
3 3 D) C, e C, ndo se interceptam.
02. (UFPE) Assinale a alternativa que corresponde & equacéo 08. (FUVEST-SP) Das regides hachuradas na sequéncia, a que

MELHOR representa o conjunto dos pontos (X, y), do plano
cartesiano, satisfazendo ao conjunto de desigualdades
Xx>0;y>20;x-y+1>0;x2+y2<9,¢é

de circunferéncia cujo raio mede 2 e que tangencia os
dois semieixos positivos.

A) X2+y?-4x-4y+4=0
B) 5x2 + 5y? — 80x - 80y + 320 = 0 Ay
C) x+y?-4x-4y+8=0

D) 2x2 +2y?+3x-3y+7=0 ©

E) x>+y*+8=0 B) vy
03. (FUVEST-SP) Uma reta passa pelo ponto P(1, 3) e é 0]

tangente a circunferéncia de centro C(1, 1) e raio 1 num Q)

ponto T. Entdo, a medida do segmento PT é

A) /3 D) /6 -

B) 2 E) /7

c) /5 D) vy

04. (PUC-SP) A circunferéncia com centro na origem e
tangente a reta 3x + 4y = 10 tem equacao
A) x> +y>=1
B) x?+y?=2 —

E) vy

ST IR

o} X

C) x2+y?=3

D) x*+y? =4 09. (UFRN) No sistema de coordenadas cartesianas

B) x*+y* =5 ortogonais, a equagdao da tangente a circunferéncia
05. (UNESP) Seja X2 +y* = 1, no ponto [‘\/25 Jf) ¢

S={(x,y)eR2: x> +y?<16ex*+ (y-1)229} A)y=x+/§

uma regido do plano. A dreade S é B) y=x-2

A) 5 D) 7n Q) y=-x+2

B) 7 E) 7n2 D) y=-x-2

C) 5n E) y=2x+2
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10.

11.

12.

13.

(FEI-SP) O comprimento da corda que areta x +y = 3

: ) T .5,
determina na circunferéncia de centro (2, 1) e raio —= é

2

A) V2 D) 4/2
B) 2/2 E) 5/2
C) 3/2

(UFC-2010) Em um sistema cartesiano de coordenadas,
o valor positivo de b tal que a retay = x + b é tangente
ao circulo de equagdo x2 + y2 =1 ¢

A) 2

B) 1

c) v2

1

2

E) 3

D)

3
(UFSM-RS) Aretay = ?x é tangente a uma circunferéncia

de centro (2, 0). O raio dessa circunferéncia é

A) 0,5 D) 2
B) 1 E) 3
o V3

(PUCPR) As intersegGes das retas de equagles
lyl = 3 e |[x = 2] = 3 delimitam um quadrado em que
esta inscrita uma circunferéncia cuja equagao é

A) x2+y?=9

B) x>+ y?-4x-4=0

C) x2+y>-4x-5=0

D) x2+y2-10x-6y +25=0
E) x2+y2-10x+16=0

SECAO ENEM

01.

Um emblema de uma bandeira de uma escola de samba é
uma figura geométrica definida por x2 + y2 - 6x -6y + 9 < 0
quando projetada em um plano cartesiano com x e y
dados em metros. Esse emblema sera pintado em duas
cores separadas pela reta y = x. A regido acima da reta
serd pintada de verde, e a regido abaixo serd pintada
de rosa. Considerando que a escola de samba pretende
confeccionar 100 dessas bandeiras e que uma lata de tinta
cobre 4 m? do emblema, determine a quantidade minima
de latas de tinta rosa a serem utilizadas. Adote n = 3,14.

A) 225
B) 320
C) 354
D) 450
E) 500

02.

Um ex-marido foi proibido pela Justica de se aproximar
da ex-mulher, devendo manter uma distancia fixa minima
de sua residéncia, localizada na origem do sistema
cartesiano. A regido que melhor representa os pontos
proibidos para o ex-marido se localizar é

A) y D) y

/
AN

%\x

§
Jx
AL

< AP

Q) y

y X

GABARITO

Fixacao
01. C 04. B
02. B 05. B
03. E

Propostos
01. E 08. A
02. A 09. A
03. A 10. E
04. D 11. C
05. D 12. B
06. A 13. C
07. D

Secao Enem
01. C 02. C
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