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Resolução:

Sejam os pontos A, B e C e o ângulo b.

Os ângulos 140º e b são suplementares, ou seja, b = 40º.

Trace a reta tracejada t paralela às retas r e s, passando 

por B. Seja D um ponto da reta t.

30º

D

C

A

B

r

t

s

�

140º
� = 40º

Os ângulos de medidas 30º e ABD são alternos internos, 

ou seja, ABD = 30º.

Os ângulos de medidas 40º e CBD são alternos internos, 

ou seja, CBD = 40º.

Assim: a = ABD + CBD = 70º

Exercícios de fixação

01.	 CALCULE:

A)	 O complemento de um ângulo mede 38°.  

Qual é esse ângulo?

B)	
�
�

 do complemento de um ângulo mais 
�
�

 do 

suplemento do mesmo ângulo perfazem 70°.  

Qual é esse ângulo?

02.	 A medida x de um ângulo tem 80º a mais que a medida 

de seu suplemento. DETERMINE x.

03.	 (UFU-MG) Dois ângulos consecutivos são complementares. 

Então, o ângulo formado pelas bissetrizes desses 

ângulos é

A)	 20°		

B)	 30°		

C)	 35°		

D)	 40°		

E)	 45°

04.	 (VUNESP-SP) CALCULE em graus e minutos a medida do 

ângulo descrito pelo ponteiro dos minutos de um relógio, 

durante o tempo de 135 segundos.

05.	 (FUVEST-SP) Na figura a seguir, as retas r e s são 

paralelas, o ângulo 1 mede 45° e o ângulo 2 mede 55°. 

A medida, em graus, do ângulo 3 é

 

1

3

2

s

r

A)	 50					     D)	 80

B)	 55					     E)	 100

C)	 60				  

Exercícios Propostos

01.	 Um ângulo excede o seu complemento em 48°. 

DETERMINE o suplemento desse ângulo.

02.	 O complemento da terça parte de um ângulo 

excede o complemento desse ângulo em 30°.  

DETERMINE o ângulo.

03.	 O suplemento do triplo do complemento da metade de um 

ângulo é igual ao triplo do complemento desse ângulo. 

DETERMINE o ângulo.

04.	 DETERMINE dois ângulos complementares tais que o 

dobro de um, aumentado da terça parte do outro, seja 

igual a um ângulo reto.

05.	 As bissetrizes de dois ângulos consecutivos formam um 

ângulo de 52°. Se um deles mede 40°, qual é a medida 

do outro?

06.	 (UNAERP-SP) As retas r e s são interceptadas pela 

transversal t, conforme a figura. O valor de x para que 

r e s sejam paralelas é

4x + 30°

x + 20°

t

r

s

A)	 20°						     D)	 30°	

B)	 26°						     E)	 35°

C)	 28°

Noções primitivas de geometria plana
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07.	 (PUC-SP) Um ângulo mede a metade de seu complemento. 

Então, esse ângulo mede

A)	 30°		 B)	 60°		 C)	 45°		 D)	 90°		 E)	 68°

08.	 (UNIRIO-RJ) As retas r1 e r2 são paralelas. O valor do 

ângulo α, apresentado na figura a seguir, é

130°

α r1

r2

A)	 40°		 B)	 45°		 C)	 50°		 D)	 65°		 E)	 130°

09.	 CALCULE os ângulos B e D, em que AB // DE e BC // DF.

A B

C

3x

E
D

F

2x + 5°

10.	 (Cesgranrio) As retas r e s da figura são paralelas cortadas 

pela transversal t. Se o ângulo B é o triplo de A, então  

B – A vale

t

r

A

B

s

A)	 90°						     D)	 75°		

B)	 85°						     E)	 60°

C)	 80°		

11.	 (UEL-PR) Na figura a seguir, as medidas x, y e z são 

diretamente proporcionais aos números 5, 20 e 25, 

respectivamente.

x
y

O

z

O suplemento do ângulo de medida x tem medida igual a

A)	 144°					     D)	 82°		

B)	 128°					     E)	 54°	

C)	 116°	

12.	 (FUVEST-SP) As retas t e s são paralelas. A medida do 

ângulo x, em graus, é

x

140°

t s

120°

A)	 30						      D)	 60		

B)	 40						      E)	 70

C)	 50		

13.	 (Cesgranrio) Duas retas paralelas são cortadas por uma 

transversal, de modo que a soma de dois dos ângulos 

agudos formados vale 72°. Então, qualquer dos ângulos 

obtusos formados mede

A)	 142°	

B)	 144°	

C)	 148°	

D)	 150°	

E)	 152°

14.	 (UFG) Na figura a seguir, as retas r e s são paralelas.  

A medida do ângulo b é

r4x
2x

b

120º
s

A)	 100º				    D)	 140º		

B)	 120º				    E)	 130º

C)	 110º			 

15.	 (UFES) O triplo do complemento de um ângulo é igual à 

terça parte do suplemento desse ângulo. Esse ângulo mede

A)	
7
8
π

 rad				  

B)	
5
16

π
 rad				  

C)	
7
4
π

 rad

D)	
7
16

π
 rad

E)	
5
8
π

 rad

Frente D Módulo 01
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seção Enem

01.	 (Enem–2009) Rotas aéreas são como pontes que ligam cidades, estados ou países. O mapa a seguir mostra os estados 

brasileiros e a localização de algumas capitais identificadas pelos números. Considere que a direção seguida por um avião AI 

que partiu de Brasília-DF, sem escalas, para Belém, no Pará, seja um segmento de reta com extremidades em DF e em 4.

N

0 300 km

2

1

18 17

15

1. Manaus

2. Boa Vista

3. Macapá

4. Belém

5. São Luís

6. Teresina

7. Fortaleza

8. Natal

9. Salvador

Mapa do Brasil e algumas capitais

10. Rio de Janeiro

11. São Paulo

12. Curitiba

13. Belo Horizonte

14. Goiânia

15. Cuiabá

16. Campo Grande

17. Porto Velho

18. Rio Branco

14
13

DF

16

11
12

10

9

8

7
6

5

3

4

SIQUEIRA, S. Brasil Regiões. Disponível em: <www.santiagosiqueira.pro.br>. Acesso em: 28 jul 2009 (Adaptação).

Suponha que um passageiro de nome Carlos pegou um avião AII, que seguiu a direção que forma um ângulo 

de 135 graus no sentido horário com a rota Brasília-Belém, e pousou em alguma das capitais brasileiras. 

Ao desembarcar, Carlos fez uma conexão e embarcou em um avião AIII, que seguiu a direção que forma um ângulo reto, no 

sentido anti-horário, com a direção seguida pelo avião AII ao partir de Brasília-DF. Considerando que a direção seguida por um 

avião é sempre dada pela semirreta com origem na cidade de partida e que passa pela cidade destino do avião, pela descrição 

dada, o passageiro Carlos fez uma conexão em

A)	 Belo Horizonte, e, em seguida, embarcou para Curitiba.

B)	 Belo Horizonte, e, em seguida, embarcou para Salvador.

C)	 Boa Vista, e, em seguida, embarcou para Porto Velho.

D)	 Goiânia, e, em seguida, embarcou para o Rio de Janeiro.

E)	 Goiânia, e, em seguida, embarcou para Manaus.

02.	 (Enem–2009 / Anulada) Um decorador utilizou um único tipo de transformação geométrica para compor pares de cerâmicas 

em uma parede. Uma das composições está representada pelas cerâmicas indicadas por I e II.

I II III

Utilizando a mesma transformação, qual é a figura que compõe par com a cerâmica indicada por III?

 

C)A) B) D) E)

Noções primitivas de geometria plana
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03.	 (Enem–2009 / Anulada) Uma das expressões artísticas 
mais famosas associada aos conceitos de simetria 
e congruência é, talvez, a obra de Maurits Cornelis 
Escher, artista holandês cujo trabalho é amplamente 
difundido. A figura apresentada, de sua autoria, mostra 
a pavimentação do plano com cavalos claros e cavalos 
escuros, que são congruentes e se encaixam sem deixar 
espaços vazios.

Realizando procedimentos análogos aos feitos por Escher, 
entre as figuras a seguir, aquela que poderia pavimentar 
um plano, utilizando-se peças congruentes de tonalidades 
claras e escuras é

   

A) B) C) D) E)

04.	 (Enem–2009) As figuras a seguir exibem um trecho de 
um quebra-cabeças que está sendo montado. Observe 
que as peças são quadradas e há 8 peças no tabuleiro 
da figura A e 8 peças no tabuleiro da figura B. As peças 
são retiradas do tabuleiro da figura B e colocadas no 
tabuleiro da figura A na posição correta, isto é, de modo 
a completar os desenhos.

Peça 1

Figura BFigura A

Peça 2

Disponível em: <http://pt.eternityii.com>.  
Acesso em: 14 jul. 2009.

É possível preencher corretamente o espaço indicado pela 
seta no tabuleiro da figura A colocando a peça

A)	 1 após girá-la 90° no sentido horário.

B)	 1 após girá-la 180° no sentido anti-horário.

C)	 2 após girá-la 90° no sentido anti-horário.

D)	 2 após girá-la 180° no sentido horário.

E)	 2 após girá-la 270° no sentido anti-horário.

Gabarito

Fixação

01.	 A)	 52º

	 B)	 30º

02.	 130º

03.	 E

04.	 13° 30’

05.	 E

Propostos

01.	 111º

02.	 45º

03.	 80º

04.	 36º e 54º

05.	 64º ou 144º

06.	 B

07.	 A

08.	 A

09.	 O ângulo B vale 105°, e o ângulo D vale 75°.

10.	 A

11.	 A

12.	 E

13.	 B

14.	 A

15.	 D

Seção Enem

01.	 B	

02.	 B	

03.	 B e D			 

04.	 C

Frente D Módulo 01
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MóDuLoMateMática
TRiÂNguLoS

Considere três pontos não colineares A, B e C. A união dos 
três segmentos de reta (AB, AC e BC) com extremidades nos 
três pontos é denominada triângulo ABC (indicação: ∆ ABC). 

Elementos
i) Vértices: São os pontos A, B e C.

ii) Lados: São os segmentos BC, AC e AB, de medidas 
a, b e c indicadas na fi gura.

iii) Ângulos internos: BAC, ABC e ACB.

A

a

b
c

B

C

O perímetro de um triângulo é a soma das medidas dos 
lados. Representamos o perímetro por 2p e o semiperímetro 
por p. Assim, no triângulo ABC anterior, tem-se:

2p = a + b + c  e  p = a b c+ +
2

Classificação
Quanto à medida dos seus ângulos internos, podemos 

classifi car os triângulos em:

Cateto (b)
Triângulo retângulo

(um ângulo interno reto)

Triângulo acutângulo
(três ângulos internos agudos)

Triângulo obtusângulo
(um ângulo interno obtuso)

Cateto
(c)

Hipotenusa
(a)

Sabemos que, pelo Teorema de Pitágoras, a2 = b2 + c2, 
ou seja, o quadrado da medida da hipotenusa é igual à soma 
dos quadrados das medidas dos catetos.

Quanto à medida dos seus lados, podemos classifi car os 

triângulos em:

i) Triângulo equilátero: Os três lados são congruentes 

entre si, e os três ângulos medem 60º.

Triângulo equilátero

60º

�

�

�

60º

60º

ii) Triângulo isósceles: Possui pelo menos dois lados 

congruentes. O lado de medida diferente, caso exista, 

é chamado base, e o ângulo oposto à base é chamado 

ângulo do vértice. Os ângulos da base (opostos a 

lados de medidas iguais) são congruentes. Observe 

que todo triângulo equilátero é isósceles.

αα

xx

Triângulo isósceles

iii) Triângulo escaleno: Os três lados e os três ângulos 

são diferentes entre si.

Triângulo escaleno

Triângulos e pontos notáveis 02 D
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Pontos notáveis

Baricentro
Mediana de um triângulo é um segmento de reta que une 

um vértice ao ponto médio do lado oposto.

Na figura, AM é mediana do triângulo ABC, relativa ao 

lado BC.

A

B M C��

Propriedades

i)	 As três medianas de um triângulo interceptam-se 

num mesmo ponto, chamado baricentro.

ii)	 O baricentro divide cada uma das medianas na 

proporção de 2 para 1 (do vértice ao ponto médio).

A

B M1

M3 M2

C

G

AG = 2.GM1

BG = 2.GM2

CG = 2.GM3

Incentro
Bissetriz interna de um triângulo é um segmento de reta 

que une um vértice ao lado oposto e divide o ângulo do 

vértice ao meio.

Na figura, AD é a bissetriz interna do triângulo ABC relativa 

ao vértice A, e BAD = DAC.

A

α α

B
D

C

Propriedades
i)	 As três bissetrizes internas de um triângulo 

interceptam-se num mesmo ponto, chamado incentro.

ii)	 O incentro é equidistante dos lados; portanto, é o 

centro da circunferência inscrita no triângulo ABC.

A

B
X

Z

O

Y

C

Circuncentro
Mediatriz de um lado de um triângulo é a reta perpendicular 

a esse lado pelo seu ponto médio. 

Na figura, ma é mediatriz do triângulo ABC, relativa ao 

lado BC.

A

B D

ma

C��

Propriedades
i)	 As três mediatrizes dos lados de um triângulo 

interceptam-se num mesmo ponto, chamado 

circuncentro.

ii)	 O circuncentro é equidistante dos vértices; 

portanto, é o centro da circunferência circunscrita 

ao triângulo ABC.

A

B

ma

mc

mb

C

O

Frente D Módulo 02
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Posição do circuncentro em 
relação a um triângulo

A) É interno, se o triângulo é acutângulo.

A

B C

O

B) É o ponto médio da hipotenusa, se o 
triângulo é retângulo.

A

B C
O

C) É externo, se o triângulo é obtusângulo.

A

B C

O

Ortocentro
Altura de um triângulo é o segmento de reta traçado de um 

vértice à reta suporte do lado oposto, perpendicularmente 

a esta.

Nesta figura, AD é a altura do triângulo ABC, relativa ao 

lado BC.

A

B D C

Propriedade
As três retas suportes das alturas de um triângulo 

interceptam-se num mesmo ponto, denominado ortocentro.

A

B
D

H
F

E

C

Posição do ortocentro em relação 
a um triângulo

A) É interno, se o triângulo é acutângulo.

A

B

H

C

B) É o vértice do ângulo reto, se o triângulo é retângulo.

H = B C

A

C) É externo, se o triângulo é obtusângulo.

A

H

C
B

OBSERVAÇÕES

i)	 Em um triângulo isósceles, o baricentro, o incentro,  
o circuncentro e o ortocentro são colineares.

A

CB � �
H

O

I
G

Triângulos e pontos notáveis
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ii) Em um triângulo equilátero, os quatro pontos notáveis 

são coincidentes.

H = O
G = I

A

30º

30º
30º

30º

DB � �

�

�

TEoREMAS

Soma dos ângulos internos de um 
triângulo

Considere um triângulo qualquer ABC cujos ângulos A, B 

e C têm medidas a, β e q, respectivamente.

A

B C
θβ

α

Traçando por A a reta DE paralela a BC, determinamos 

ângulos alternos internos congruentes.

θ

θ

β

β

AD E

B C

α

Como o ângulo DAE mede 180°, concluímos que:

a + β + q = 180º

Ângulo externo de um triângulo

A D

B

Ângulo externo
relativo ao vértice A

C

O ângulo BÂD é adjacente e suplementar de um ângulo 

interno do triângulo ABC; por isso, BÂD é chamado de ângulo 

externo desse triângulo.

Sendo a e β as medidas dos ângulos internos C e B, 

respectivamente, e indicando por ae a medida do ângulo 

externo relativo ao vértice A,

A

180˚– ae

ae

D

B

β

α
C

temos a + β + 180º – ae = 180° ⇒ ae = a + β, isto é:

A medida de um ângulo externo de um triângulo é 

igual à soma das medidas dos ângulos internos não 

adjacentes a ele.

Desigualdades nos triângulos

A) Dados dois lados de um triângulo, de medidas 

diferentes, ao maior lado opõe-se o maior ângulo.

C

C

B A
B Ac

a b

b < a < c ⇔ B < A < C

B) Em todo triângulo, cada lado é menor que a soma 

dos outros dois.

C

B Ac

a b

a < b + c b < a + c c < a + b

As três desigualdades citadas são equivalentes a:

|b – c| < a < b + c

Frente D Módulo 02
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área de um triângulo
Para calcularmos a área de um triângulo fazemos metade 

do produto de um dos lados (base) pela altura relativa a ele. 

No triângulo ABC a seguir, temos:

C

A B

altura

base

Área
base altura

ABC∆
=

.

2

Se o triângulo for retângulo e considerarmos como base 

um dos catetos, o outro cateto será a altura, e a área será 

igual ao semiproduto dos catetos:

CA

B

cateto
b

cateto
c

A
b c

ABC∆
=
.

2

ExERCíCioS DE FixAção

01. (UFU-MG) Na fi gura a seguir, o ângulo x, em graus, 

pertence ao intervalo

4x

3x 6x
2x

5x

A) (0°, 15°)    

B) (15°, 20°)    

C) (20°, 25°) 

D) (25°, 30°)

02. (UFMG) Observe a fi gura.

a 2a

2b

x

b

Nela, a, 2a, b, 2b e x representam as medidas, em graus, 

dos ângulos assinalados. O valor de x, em graus, é

A) 100   

B) 110   

C) 115   

D) 120

03. (UFES) Um dos ângulos internos de um triângulo isósceles 

mede 100°. Qual é a medida do ângulo agudo formado 

pelas bissetrizes dos outros ângulos internos?

A) 20°      

B) 40°      

C) 60°  

D) 80°

E) 140°

04. (PUC Minas) Na fi gura, o triângulo ABC é equilátero e está 

circunscrito ao círculo de centro o e raio 2 cm. AD é altura 

do triângulo. Sendo E ponto de tangência, a medida de 

AE, em centímetros, é

A

D
B C

E

O

A) 2¹3      D) 5

B) 2¹5      E) ¹26

C) 3    

05. (UFPE) Na fi gura a seguir, DETERmINE o ângulo que é 

oposto ao lado de menor comprimento.

42O

96O
61O

61O

42O
58O

45O

45O

35O25O

120O

Triângulos e pontos notáveis



54 Coleção Estudo

Exercícios Propostos
01.	 (UNITAU-SP) O segmento da perpendicular traçada de um 

vértice de um triângulo à reta suporte do lado oposto é 

denominado

A)	 mediana.				  

B)	 mediatriz.				  

C)	 bissetriz.

D)	 altura.

E)	 base.

02.	 (UFU-MG) Considere o triângulo ABC, a seguir, e D 

um ponto no lado AC, tal que AD = BD = BC = 1 cm.   

Nesse caso, a relação existente entre os ângulos indicados 

a e b é

A B

C

α β

A)	 b + 2a = p				   C)	 b = 3a

B)	 b = 2a					    D)	 a – b = 
π
4

03.	 (UFMG) Observe a figura:

A B

C

D

E

BD é bissetriz de AB̂C, EĈB = 2.(EÂB) e a medida do 

ângulo EĈB é 80º. A medida do ângulo CD̂B é

A)	 40º						   

B)	 50º						   

C)	 55º				 

D)	 60º

E)	 65º

04.	 (UNIFESP-SP–2008) Tem-se um triângulo equilátero em 

que cada lado mede 6 cm. O raio do círculo circunscrito 

a esse triângulo, em centímetros, mede

A)	 ¹3						    

B)	 2¹3					   

C)	 4			 

D)	 3¹2
E)	 3¹3

05.	 (Unimontes-MG–2009) Na figura a seguir, MNPQ é um 

quadrado, e NPR é um triângulo equilátero. O ângulo a 

mede
Q M

P N

R
α

A)	 30º						     C)	 75º

B)	 15º						     D)	 25º

06.	 (UFF-RJ) O triângulo MNP é tal que o ângulo M̂ = 80° 

e o ângulo P̂ = 60°. A medida do ângulo formado pela 

bissetriz do ângulo interno N com a bissetriz do ângulo 

externo P é

A)	 20°						   

B)	 30°						   

C)	 40°				 

D)	 50°

E)	 60°

07.	 (UFMG) Observe a figura:

 

A

B C F

140˚

D
E

Nessa figura, AB ≡ AC, BD é bissetriz de AB̂C, CE é 

bissetriz de BĈD e a medida do ângulo AĈF é 140º.  

A medida do ângulo DÊC, em graus, é

A)	 20						    

B)	 30						    

C)	 40				  

D)	 50

E)	 60

08.	 (FUVEST-SP) Na figura a seguir, AB = AC, D é o ponto 

de encontro das bissetrizes do triângulo ABC, e o ângulo 

D é o triplo do ângulo A. Então, a medida de A é

A

B

C

D

A)	 18º						     D)	 36º

B)	 12º						     E)	 15º

C)	 24º				 

Frente D Módulo 02
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09.	 (FUVEST-SP) Na figura, AB = BD = CD. Então,

A
x

y

B C

D

A)	 y = 3x					  

B)	 y = 2x			

C)	 x + y = 180º 

D)	 x = y

E)	 3x = 2y

10.	 (PUC-SP) Na figura, BC = CA = AD = DE. O ângulo CAD 

mede
A

B ED
40˚ 40˚

C

A)	 10º						     D)	 40º

B)	 20º						     E)	 60º

C)	 30º				 

11.	 (UFMT–2006) Deseja-se instalar uma fábrica num lugar 

que seja equidistante dos municípios A, B e C. Admita 

que A, B e C são pontos não colineares de uma região 

plana e que o triângulo ABC é escaleno. Nessas condições, 

o ponto onde a fábrica deverá ser instalada é o

A)	 centro da circunferência que passa por A, B e C.

B)	 baricentro do triângulo ABC.

C)	 ponto médio do segmento BC.

D)	 ponto médio do segmento AB.

E)	 ponto médio do segmento AC.

12.	 Se P é o incentro de um triângulo ABC e BP̂C = 125º, 

DETERMINE  A.

13.	 O circuncentro de um triângulo isósceles é interno ao 

triângulo e duas mediatrizes formam um ângulo de 50º. 

DETERMINE os ângulos desse triângulo.

14.	 Na figura, ABCD é retângulo, M é o ponto médio de CD e o 

triângulo ABM é equilátero. Sendo AB = 15, CALCULE AP.  

D M C

P

A B

15.	 (VUNESP-SP) Considere o triângulo ABC da figura adiante. 

Se a bissetriz interna do ângulo B forma com a bissetriz 

externa do ângulo C um ângulo de 50°, DETERMINE a 

medida do ângulo interno A.

C

50˚A

B

16.	 (ITA-SP) Seja ABC um triângulo isósceles de base BC. 

Sobre o lado AC desse triângulo, considere um ponto D 

tal que os segmentos AD, BD e BC são todos congruentes 

entre si. A medida do ângulo BÂC é igual a

A)	 23°						     D)	 40°

B)	 32°						     E)	 45°

C)	 36°	

17.	 (Unificado-RJ) Na figura a seguir, os pontos A, B e C 

representam as posições de três casas construídas numa 

área plana de um condomínio. Um posto policial estará 

localizado num ponto P situado à mesma distância das 

três casas. Em Geometria, o ponto P é conhecido pelo o 

nome de

A

C

B

A)	 baricentro.				   D)	 incentro.

B)	 ortocentro.				   E)	 ex-incentro.

C)	 circuncentro.

18.	 (UFPE–2009) Na ilustração a seguir, AD e BD estão nas 

bissetrizes respectivas dos ângulos CAB e CBA do triângulo 

ABC, e EF, que contém D, é paralela a AB. Se AC = 12 

e BC = 8, qual o perímetro do triângulo CEF?

C

BA

E F
D

A)	 16						      D)	 22

B)	 18						      E)	 24

C)	 20

Triângulos e pontos notáveis
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19.	 Se H é o ortocentro de um triângulo isósceles ABC de base 

BC e BĤC = 50°, DETERMINE os ângulos do triângulo.

20.	 (FUVEST-SP–2009) Na figura, B, C e D são pontos 

distintos da circunferência de centro O, e o ponto A é 

exterior a ela. Além disso,

I.	 A, B, C e A, O, D são colineares;

II.	 AB = OB;

III.	COD mede a radianos.

A

B

C

DO

Nessas condições, a medida de ABO, em radianos, 

é igual a

A)	 p – 
α
4

B)	 p – 
α
2

C)	 p – 
2

3

α

D)	 p – 
3

4

α

E)	 p – 
3

2

α

Seção Enem

01.	 (Enem–2005) Quatro estações distribuidoras de energia 

A, B, C e D estão dispostas como vértices de um quadrado 

de 40 km de lado. Deseja-se construir uma estação central 

que seja ao mesmo tempo equidistante das estações 

A e B e da estrada (reta) que liga as estações C e D. 

A nova estação deve ser localizada

A)	 no centro do quadrado.

B)	 na perpendicular à estrada que liga C e D passando 

por seu ponto médio, a 15 km dessa estrada.

C)	 na perpendicular à estrada que liga C e D passando 

por seu ponto médio, a 25 km dessa estrada.

D)	 no vértice de um triângulo equilátero de base AB, 

oposto a essa base.

E)	 no ponto médio da estrada que liga as estações A e B.

02.	 (Enem–2010) Em canteiros de obras de construção civil 

é comum perceber trabalhadores realizando medidas de 

comprimento e de ângulos e fazendo demarcações por 

onde a obra deve começar ou se erguer. Em um desses 

canteiros foram feitas algumas marcas no chão plano. 

Foi possível perceber que, das seis estacas colocadas, 

três eram vértices de um triângulo retângulo e as outras 

três eram os pontos médios dos lados desse triângulo, 

conforme pode ser visto na figura, em que as estacas 

foram indicadas por letras.

B

P

A C

M

N

A região demarcada pelas estacas A, B, M e N deveria 
ser calçada com concreto. Nessas condições, a área a ser 
calçada corresponde

A)	 à mesma área do triângulo AMC.

B)	 à mesma área do triângulo BNC.

C) 	à metade da área formada pelo triângulo ABC.

D)	 ao dobro da área do triângulo MNC.

E)	 ao triplo da área do triângulo MNC.

Gabarito

Fixação
01.	 B			   04.	 A

02.	 D			   05.	 58º

03.	 B		

Propostos
01.	 D			   11.	 A				  

02.	 C			   12.	 70º

03.	 D			   13.	 50°, 50° e 80° ou 50°, 65° e 65°

04.	 B			   14.	 10

05.	 B			   15.	 100°

06.	 C			   16.	 C

07.	 C			   17.	 C

08.	 D			   18.	 C

09.	 A			   19.	 25°, 25° e 130°

10.	 B			   20.	 C

Seção Enem
01.	 C			   02.	 E

Frente D Módulo 02
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MóDuLoMateMática

TRiÂNguLo RETÂNguLo
Triângulo retângulo é todo triângulo que tem um 

ângulo reto.

Na fi gura, BAC é reto. Costumamos dizer que o triângulo 

ABC é retângulo em A.

B

A C

Em todo triângulo retângulo, os lados que formam o ângulo 

reto são denominados catetos, o lado oposto ao ângulo 

reto é chamado de hipotenusa, e os ângulos agudos são 

denominados complementares.

TEoREMA DE PiTágoRAS

Em todo triângulo retângulo, a soma dos 

quadrados das medidas dos catetos é igual ao 

quadrado da medida da hipotenusa.

Na fi gura, b e c são as medidas dos catetos; e a, a medida 

da hipotenusa. Daí, temos:

B

A b

a
c

C

c2 + b2 = a2

A demonstração formal do Teorema de Pitágoras pode ser 
feita a partir das relações métricas no triângulo retângulo. 
Oferecemos, aqui, apenas uma ideia de como se obter 
tal resultado, utilizando um quadrado (de lado b + c), 
subdividido em quatro triângulos retângulos (de lados 
a, b e c), e um quadrado menor (de lado a).

a

a

b

b

c

c

b

c

b c

a

a

Somando as áreas dos quatro triângulos retângulos e do 
quadrado menor, obtemos a área do quadrado maior. Logo:

4.bc
2

 + a2 = (b + c)2  ⇒  2bc + a2 = b2 + 2bc + c2 ⇒

a2 = b2 + c2

Aplicações
Vamos deduzir, num quadrado, a relação entre as 

medidas d de uma diagonal e  de um lado e, num triângulo 
equilátero, a relação entre as medidas h de uma altura e  
de um lado.

Diagonal do quadrado

 

D C

d

A B

� �

�

�

No triângulo BCD, pelo Teorema de Pitágoras, temos:

d2 = 2 + 2  ⇒

d2 = 2

2 ⇒

d = ¹2

Trigonometria no triângulo 
retângulo

01 E
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Altura do triângulo equilátero

 

C

A BH

h

��

�
2

�
2

No triângulo HBC, pelo Teorema de Pitágoras, temos:

h2
2

2

2
+ 





=

  ⇒

h2 2
2

4
= −

  ⇒

h2
23
4

=   ⇒

h = � 3
2

RELAçõES TRigoNoMÉTRiCAS 
NuM TRiÂNguLo RETÂNguLo

i) Seno: Em todo triângulo retângulo, o seno de um 

ângulo agudo é a razão entre a medida do cateto 

oposto a esse ângulo e a medida da hipotenusa.

ii) Cosseno: Em todo triângulo retângulo, o cosseno de 

um ângulo agudo é a razão entre a medida do cateto 

adjacente a esse ângulo e a medida da hipotenusa.

iii) Tangente: Em todo triângulo retângulo, a tangente 

de um ângulo agudo é a razão entre a medida do 

cateto oposto a esse ângulo e a medida do cateto 

adjacente a esse ângulo.

Num triângulo ABC, retângulo em A, vamos indicar por 

B e C as medidas dos ângulos internos, respectivamente, 

de vértices B e C.

 

B

Ab

a
c

C
C

B

B C

seno (sen)
b
a

c
a

cosseno (cos)
c
a

b
a

tangente (tg)
b
c

c
b

Utilizando o quadrado e o triângulo equilátero, é possível 

construir uma tabela com os valores do seno, do cosseno e 

da tangente dos ângulos 30°, 45° e 60°.

a 30° 45° 60°

sen a
1
2

2
2

3
2

cos a
3
2

2
2

1
2

tg a
3
3

1 3

RELAçõES ENTRE SENo, 
CoSSENo E TANgENTE

B A

ba

c

C

C

B

Na fi gura:

sen C = 
c
a
, cos C = b

a
, tg C = 

c
b

Dividindo sen B por cos B, obtemos:

sen
b
a
c
a

b

c
tg

B
B

B
cos

  
= =

tg a = sen α
αcos

Portanto, a tangente de um ângulo é o quociente entre o 

seno e o cosseno desse ângulo.

Frente E Módulo 01
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 Dividindo os membros de b2 + c2 = a2 por a2, temos:

b c

a

a

a

b
a

c
a

2 2

2

2

2

2 2
+ = ⇒









 +









 = 1

Substituindo b
a
 = sen B, e 

c
a
 = cos B, obtemos:

sen2 B + cos2 B = 1

Portanto, a soma dos quadrados do seno e do cosseno 

de um ângulo é igual a 1.

 Observamos ainda que sen B = cos C e sen C = cos B.

Portanto, o seno de um ângulo agudo é igual ao cosseno 

do complemento desse ângulo, e vice-versa.

sen2 a + cos2 a = 1

cos a = sen (90° – a)

sen a = cos (90° – a)

ExERCíCioS DE FixAção

01. (UFJF-MG) Um topógrafo foi chamado para obter a altura 

de um edifício. Para fazer isso, ele colocou um teodolito 

(instrumento ótico para medir ângulos) a 200 metros do 

edifício e mediu um ângulo de 30°, como indicado na 

fi gura a seguir. Sabendo que a luneta do teodolito está a 

1,5 metro do solo, pode-se concluir que, entre os valores 

a seguir, o que mELHoR aproxima a altura do edifício, 

em metros, é

30°

A) 112     D) 20

B) 115     E) 124

C) 117

Use os valores:

sen 30° = 0,5       cos 30° = 0,866       tg 30° = 0,577

02. (UFMG) Nesta fi gura, E é o ponto médio do lado BC do 

quadrado ABCD. A tangente do ângulo a é

D C

A B

E2α

A) 
1

2

B) 1

C) 2

D) 
3
2

03. (UFV-MG–2006) Um passageiro em um avião avista duas 

cidades A e B sob ângulos de 15° e 30°, respectivamente, 

conforme a fi gura a seguir.

Cidade A Cidade B

3 km

15° 30°

Se o avião está a uma altitude de 3 km, a distância entre 

as cidades A e B é

A) 7 km.

B) 5,5 km.

C) 6 km.

D) 6,5 km.

E) 5 km.

04. (UFMG) Observe a fi gura.

 

D C

BA
60°

Na fi gura anterior, o trapézio ABCD tem altura 2¹3 e bases  

AB = 4 e DC = 1. A medida do lado BC é

A) ¹14    

B) ¹13    

C) 4    

D) ¹15

Trigonometria no triângulo retângulo
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05.	 (UFOP-MG) Um observador vê um prédio segundo um 

ângulo α. Após caminhar uma distância d em direção ao 

prédio, ele passa a vê-lo segundo um ângulo b. Podemos 

afirmar que a altura h do prédio é

d

α β

h

A)	
d tg tg 

tg tg 

. .α β
β α−

B)	
d tg tg 

tg tg 

. .α β
α β−

C)	
d tg tg 

tg tg 

. .α β
β α+

D)	 d

Exercícios Propostos

01.	 (UFJF-MG) Ao aproximar-se de uma ilha, o capitão de um 

navio avistou uma montanha e decidiu medir a sua altura. 

Ele mediu um ângulo de 30° na direção do seu cume, 

como indicado na figura. Depois de navegar mais 2 km 

em direção à montanha, repetiu o procedimento, medindo 

um novo ângulo de 45°. Então, usando ¹3  =  1,73,  

o valor que mais se aproxima da altura dessa montanha, 

em quilômetros, é

30°

2 km

45°

A)	 2,1						   

B)	 2,2						   

C)	 2,5

D)	 2,7

E)	 3,0

02.	 (UFMG) Observe a figura.

30°
DC

A

E

B

Se a medida de EC é 80, o comprimento de BC é

A)	 20						      C)	 8

B)	 10						      D)	 5

03.	 (PUC Minas) A diagonal de um retângulo mede 10 cm, 

e os lados formam uma proporção com os números 3 e 4.  

O perímetro do retângulo, em cm, é de

A)	 14		

B)	 16		

C)	 28		

D)	 34		

E)	 40

04.	 (CEFET-MG–2009) O projeto de um avião de brinquedo, 

representado na figura a seguir, necessita de alguns 

ajustes em relação à proporção entre os eixos AB e CD. 

Para isso, deve-se calcular o ângulo BAC do triângulo 

A, B e C.

34,6 cm

10 cm

A B

C

D

Considerando que o avião é simétrico em relação ao 

eixo CD e que ¹3 = 1,73, o valor de BÂC é

A)	 30º					    D)	 75º

B)	 45º					    E)	 90º

C)	 60º				 

05.	 (UNESP-SP–2008) Dado o triângulo retângulo ABC, cujos 

catetos são: AB = sen x e BC = cos x, os ângulos em 

A e C são

A)	 A = x  e  C = 
π
2

B)	 A = 
π
2

  e  C = x

C)	 A = x  e  C = 
π
2

 – x

D)	 A = 
π
2

 – x  e  C = x

E)	 A = x  e  C = 
π
4

Frente E Módulo 01
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06.	 (UNESP-SP–2008) Dois edifícios, X e Y, estão um em 

frente ao outro, num terreno plano. Um observador, no 

pé do edifício X (ponto P), mede um ângulo a em relação 

ao topo do edifício Y (ponto Q). Depois disso, no topo do 

edifício X, num ponto R, de forma que RPTS formem um 

retângulo e QT seja perpendicular a PT, esse observador 

mede um ângulo b em relação ao ponto Q no edifício Y.

X

Y h

Q

R

TP

(figura fora de escala)

Sβ

α

10 m

Sabendo que a altura do edifício X é 10 m e que 

3 tg a = 4 tg b, a altura h do edifício Y, em metros, é

A)	
40

3
		

B)	
50

4
		

C)	 30		

D)	 40	

E)	 50

07.	 (PUC RS) De um ponto A, no solo, visam-se a base B e 

o topo C de um bastão colocado verticalmente no alto de 

uma colina, sob ângulos de 30° e 45°, respectivamente. 

Se o bastão mede 4 m de comprimento, a altura da colina, 

em metros, é igual a

C

B

A

A)	 ¹3						    

B)	 2						    

C)	 2¹3

D)	 2(¹3 + 1)
E)	 2(¹3 + 3)

08.	 (PUC-SP–2008) Para representar as localizações de 

pontos estratégicos de um acampamento em construção, 

foi usado um sistema de eixos cartesianos ortogonais, 

conforme mostra a figura a seguir, em que os pontos F e M 

representam os locais onde serão construídos os respectivos 

dormitórios feminino e masculino e R, o refeitório.

(metros) y

x (metros)

M(30, 0)

F

R
30º

Se o escritório da coordenação do acampamento deverá 

ser equidistante dos dormitórios feminino e masculino e, 

no sistema, sua representação é um ponto pertencente 

ao eixo das abscissas, quantos metros ele distará do 

refeitório?

A)	 10¹3			   C)	 9¹3			   E)	 8¹3

B)	 10				    D)	 9		

09.	 (UFJF-MG) O valor de y = sen2 10° + sen2 20° +  

sen2 30° + sen2 40° + sen2 50° + sen2 60° + sen2 70° +  

sen2 80° + sen2 90° é

A)	 –1		  B)	 1		  C)	 2		  D)	 4		  E)	 5

10.	 (VUNESP-SP) A partir de um ponto, observa-se o topo de 

um prédio sob um ângulo de 30°. Caminhando 23 m em 

direção ao prédio, atingimos outro ponto de onde se vê o 

topo do prédio segundo um ângulo de 60°. Desprezando 

a altura do observador, a altura do prédio em metros é

A)	 entre 10 e 12.			  D)	 entre 18 e 19.

B)	 entre 12 e 15.			  E)	 maior que 19.

C)	 entre 15 e 18.

11.	 (UFOP-MG–2009) Uma ponte elevadiça está construída sobre 

um rio cujo leito tem largura igual a 80 m, conforme ilustra 

a figura. A largura l do vão entre as rampas dessa ponte, 

quando o ângulo de elevação das rampas é de 30º, é

80 m

30º 30º

40 m40 m

�

A)	 50 – ¹3					     C)	 4(10 – 20¹3)

B)	 4(20 – 10¹3)	 			   D)	 20(4 – ¹3)

Trigonometria no triângulo retângulo
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12.	 (PUC-SP) Um dos ângulos de um triângulo retângulo é a.  

Se tg a = 2,4, os lados desse triângulo são proporcionais a

A)	 30, 40, 50

B)	 80, 150, 170

C)	 120, 350, 370

D)	 50, 120, 130

E)	 61, 60, 11

13.	 (FUVEST-SP–2008) Para se calcular a altura de uma torre, 

utilizou-se o seguinte procedimento ilustrado na figura: 

um aparelho (de altura desprezível) foi colocado no solo, 

a uma certa distância da torre, e emitiu um raio em 

direção ao ponto mais alto da torre. O ângulo determinado 

entre o raio e o solo foi de a = 
π
3

 radianos. A seguir,  

o aparelho foi deslocado 4 metros em direção à torre e o 

ângulo então obtido foi de b radianos, com tg b = 3¹3.

α β

É CORRETO afirmar que a altura da torre, em metros, é

A)	 4¹3			   C)	 6¹3			   E)	 8¹3

B)	 5¹3			   D)	 7¹3	

seção Enem
01.	 (Enem–2006)

24 cm

24 cm

24 cm

24 cm

30 cm

30 cm

24 cm

90 cm

90 cm
Corrimão

Na figura anterior, que representa o projeto de uma 

escada de 5 degraus de mesma altura, o comprimento 

total do corrimão é igual a

A)	 1,8 m.			  C)	 2,0 m.			  E)	 2,2 m.

B)	 1,9 m.			  D)	 2,1 m.		

02.	 (Enem–2010) Um balão atmosférico, lançado em 

Bauru (343 quilômetros a noroeste de São Paulo), na 

noite do último domingo, caiu nesta segunda-feira em 

Cuiabá Paulista, na região de Presidente Prudente, 

assustando agricultores da região. O artefato faz parte 

do programa Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil, 

França, Argentina, Inglaterra e Itália, para a medição do 

comportamento da camada de ozônio, e sua descida se 

deu após o cumprimento do tempo previsto de medição.

Disponível em: http://www.correiodobrasil.com.br.  
Acesso em: 02 maio 2010.

Balão

1,8 Km A 3,7 Km B
60O 30O

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o balão.

Uma estava a 1,8 km da posição vertical do balão e o 

avistou sob um ângulo de 60°; a outra estava a 5,5 km 

da posição vertical do balão, alinhada com a primeira,  

e no mesmo sentido, conforme se vê na figura, e o avistou 

sob um ângulo de 30°. Qual a altura aproximada em que 

se encontrava o balão?

A)	 1,8 km				   C)	 3,1 km				   E)	 5,5 km

B)	 1,9 km				   D)	 3,7 km

Gabarito

Fixação
01.	 C			   04.	 B

02.	 A			   05.	 A

03.	 C

Propostos
01.	 D			   08.	 B

02.	 B			   09.	 E

03.	 C			   10.	 E

04.	 A			   11.	 B

05.	 D			   12.	 D

06.	 D			   13.	 C

07.	 D

Seção Enem
01.	 D			   02.	 C

Frente E Módulo 01
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MóduloMatemática
Arco de circunferência

Dois pontos, A e B, de uma circunferência dividem-na em 

duas partes denominadas arcos; A e B são as extremidades 

de cada um desses arcos, que indicaremos por A¹B ou B¹A.

B

A

B

A
A¹B B¹A

Se A coincide com B, temos um arco de uma volta e um 

arco nulo.

        

A ≡ B

arco nulo

A ≡ B

arco de 1 volta

Se A e B são as extremidades de um mesmo diâmetro, 

temos um arco de meia-volta.

O: centro do círculo	         
A

O
B

A¹B: arco de meia-volta

ângulo central
Todo ângulo coplanar com uma circunferência C, cujo 

vértice é o centro de C, é denominado ângulo central 

relativo a C.

O

B

A

C

A¹B: arco correspondente ao ângulo central

O arco de circunferência contido num ângulo central é 
chamado de arco correspondente a esse ângulo.

Como a todo ângulo central de C corresponde um 
único arco de C contido nesse ângulo, e a todo arco de C 
corresponde um único ângulo central de C, a medida de um 
ângulo central, relativo a uma circunferência, e a medida do 
arco correspondente, numa mesma unidade, são iguais.

O

B

A

C

m(AOB) = m(A¹B)

Medidas de ângulos  
e arcos

Medida em graus
Dividindo-se uma circunferência em 360 partes congruentes 

entre si, cada um desses arcos é um arco de um grau (1°).

Dividindo-se um arco de 1° em 60 partes congruentes 
entre si, cada um desses arcos mede um minuto (1’).

Dividindo-se um arco de 1’ em 60 partes congruentes entre si,  
cada um desses arcos mede um segundo (1”).

Portanto, 1° = 60’ e 1’ = 60”.

Para um arco de circunferência com medida a graus,  
b minutos e c segundos, escrevemos a°b’c”.

Radiano
Arco de 1 radiano (rad) é o arco cujo comprimento é igual 

à medida do raio da circunferência que o contém.

arco 1 radr
r

r
O α

Arcos e ciclo trigonométrico 02 E
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Um modo de definirmos o ângulo de 1 radiano é 

caracterizando-o como o ângulo correspondente a um arco 

de comprimento igual ao do seu raio.

Indicando por a a medida, em radianos, de um arco de 

comprimento  contido numa circunferência de raio r, temos:

�

r

r

O α

a = 


r

É importante observar que a medida de um ângulo, 

em radianos, só é igual ao comprimento de seu arco se 

r = 1.

As medidas de arcos de circunferências em graus e em 

radianos são diretamente proporcionais:

360
2

180° = °
π π

 Esse fato nos possibilita obter uma forma de conversão 

de unidades através de uma regra de três simples:

 medida em graus medida em radianos

   a ________________   a

 180 ________________   p

a

180
= α

π

Arco orientado
Em Trigonometria, adotamos o sentido anti-horário de 

percurso como o positivo e o sentido horário de percurso 

como o negativo.

Todo arco de circunferência não nulo no qual adotamos um 

sentido de percurso é chamado de arco orientado.

Exemplos

1º) 

O

B

A

       2º) 

O

B

A

1º) o: centro do círculo

 Arco orientado A¹B tem medida 
π
2

 rad ou 90°

2º) o: centro do círculo

 Arco orientado B¹A tem medida –
π
2

 rad ou –90°

Ciclo trigonométrico

O

1

A x

Toda circunferência orientada, de centro o e raio 

unitário, na qual escolhemos um ponto origem dos arcos, 

é denominada circunferência trigonométrica ou ciclo 

trigonométrico. Adotaremos como origem dos arcos o 

ponto A de interseção do ciclo com o semieixo positivo 

das abscissas Ox. 

No ciclo trigonométrico, a medida absoluta a, em radianos, 

de um arco e o comprimento  desse arco são iguais, pois 

a = 


r
 e r = 1.

Logo, podemos associar cada número real a um 

único ponto P do ciclo trigonométrico com o seguinte 

procedimento:

Se a = 0, tomamos P ≡ A.

Se a > 0, percorremos o ciclo no sentido anti-horário.

Se a < 0, percorremos o ciclo no sentido horário. 

A ≡ P A

P

P

A

m(A¹P) = 0 m(A¹P) = a > 0 m(A¹P) = a < 0

O ponto P é a imagem de a no ciclo trigonométrico.

Frente E Módulo 02
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Convenções
i)	 O sistema de coordenadas xOy divide a circunferência 

trigonométrica em quatro quadrantes:

y

B

O x

B'

A' A

1.º Q2.º Q

4.º Q3.º Q

ii)	 Será omitido o símbolo rad nos arcos trigonométricos 

em radianos.

iii)	 Como todo arco trigonométrico tem como extremidade 

um mesmo ponto, denotaremos o arco apenas pelo 

outro ponto.

Exemplos

1º)	 Partindo de A e percorrendo, no sentido anti-horário, 

um arco de comprimento 
π
5

, obtemos o arco de 
π
5

.

A

P

π
5

2º)	 Partindo de A e percorrendo, no sentido horário, um 

arco de comprimento 2, obtemos o arco –2.

A

P
–2

	 Obtemos, assim, o ciclo trigonométrico em radianos 

e em graus.

π
2 π

3 π
4 π

6

2π
33π

45π
6

7π
6

5π
4 4π

3
5π
3

7π
4

11π
6

3π
2

0 ≡ 2π 180°

210°

150° 30°

135° 45°
120° 60°

330°

225° 315°
240° 300°

OO

1

270°

90°

0° ≡ 360°

6

5
4

3

2

π

Arcos côngruos

Consideremos P imagem de um arco de 30° no ciclo 

trigonométrico.

0° ≡ 360°

30°
P

O
30°

90°

270°

180°

No sentido anti-horário, dando 1, 2, 3, ... voltas 

completas, obtemos os arcos de 30° + 1.360° = 390°, 

30° + 2.360° = 750°; 30° + 3.360° = 1 110°, ..., todos 

associados a P.

Também no sentido horário, dando 1, 2, 3, ... voltas 

completas, obtemos os arcos de 30° – 1.360° = –330°, 

30° – 2.360° = –690°; 30° – 3.360° = –1 050°, ..., todos 

associados a P.

Logo, podemos associar ao ponto P infinitos arcos de 

medida positiva, bem como infinitos arcos de medida 

negativa. Tais arcos podem ser representados por:

30° + k.360°; k ∈  ou, em radianos, π
6

 + k.2π; k ∈ 

Como os arcos têm a mesma origem, A, e a mesma 

imagem, P, dizemos que eles são côngruos entre si ou, 

simplesmente, côngruos.

As medidas dos arcos côngruos a um arco de medida α 

são dadas por:

α + k.2π; k ∈  ou, em graus, α + k.360°; k ∈ 

Se 0 ≤ α < 2π (ou 0º ≤ α < 360º), o arco de medida α 

é a determinação principal ou a 1ª determinação  

não negativa desses arcos côngruos entre si.

Notemos que a diferença entre as medidas de dois arcos 

côngruos entre si é igual ao produto de um número inteiro 

por 2π (ou é múltiplo de 360°), isto é, sempre equivale a 

um número inteiro de voltas completas.

Exemplos

1º)	 Os arcos de medidas 
27
5

π
  e  −

13
5

π
 são côngruos entre  

si, pois: 
27
5

13
5

27
5

13
5

π π π π− −








 = +  = 8π = 4.2π

Arcos e ciclo trigonométrico
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2º)	 Os arcos de medidas 
27
7

π
  e  

6
7
π

 não são côngruos  

entre si, pois 
27
7

6
7

π π−  = 3π (não é um produto de 

um inteiro por 2π).

3º)	 Os arcos de medidas 1 110° e 390° são côngruos 

entre si, pois: 1 110° – 390° = 720° = 2.360°

4º)	 Os arcos de medidas –30° e 320° não são côngruos 

entre si, pois –30° – 320° = –350° (não é múltiplo 

de 360°).

Simetrias
Consideremos o ponto P1 associado à medida 30°, no ciclo 

trigonométrico.

AO

y

x

P1 (30°)

Pelo ponto P1, traçando três retas, uma delas perpendicular 

ao eixo das ordenadas, outra que passa pela origem do 

sistema, e a terceira perpendicular ao eixo das abscissas, 

obtemos os pontos P2, P3 e P4, respectivamente.

A

P1 (30°)

P4P3

P2

O

y

x

Os pontos P2, P3 e P4 são chamados de simétricos 

(ou correspondentes) do ponto P1 nos diversos quadrantes. 

E suas medidas x (0° ≤ x ≤ 360°) são:

P2) 180° – 30° = 150°

      

A

P1 (30°)(180° – 30°) P2

30° 30°
O

y

x

Analogamente, temos:

P3) 180° + 30° = 210°

	

A

P1 (30°)

(180° + 30°) P3

30°
30°

O

y

x

P4) 360° – 30° = 330°

	

A

P1 (30°)

P4 (360° – 30°)

30°
30°O

y

x

Temos, então:

A

P1 (30°)

P4 (360° – 30°)(180° + 30°) P3

(180° – 30°) P2

O

y

x

Generalizando, temos:

i)	 Sendo α uma medida em graus:

A

P1 (α)

P4 (360° – α)(180° + α) P3

(180° – α) P2

O

y

x

ii)	 Sendo α uma medida em radianos:

 

A

P1 (α)

P4 (2π – α)(π + α) P3

(π – α) P2

O

y

x
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Exercícios de fixação
01.	 (Unimontes-MG–2007) Quando os ponteiros de um 

relógio marcam 1h50min, qual a medida do ângulo central 

formado por eles?

A)	 120°		  B)	 115°		  C)	 110°		  D)	 95°

02.	 (FUVEST-SP) O perímetro de um setor circular de raio R 

e ângulo central medindo α radianos é igual ao perímetro 

de um quadrado de lado R. Então, α é igual a

A)	 π
3

		  B)	 2		  C)	 1		  D)	 2

3

π 		 E)	
π
2

03.	 (UFSCar-SP) Se o ponteiro dos minutos de um relógio 

mede 12 centímetros, o número que MELHOR aproxima a 

distância em centímetros percorrida por sua extremidade 

em 20 minutos é (Considere π = 3,14)

A)	 37,7 cm.				    D)	 12 cm.

B)	 25,1 cm. 				    E)	 3,14 cm.

C)	 20 cm.

04.	 (FUVEST-SP) Um arco de circunferência mede 300° e seu 

comprimento é 2 km. Qual o número inteiro mais próximo 

da medida do raio, em metros?

A)	 157		  B)	 284		  C)	 382		  D)	628		 E)	 764

05.	 (PUC Minas) Um ângulo central de uma circunferência de 

raio 5 centímetros intercepta um arco de circunferência de 

24 centímetros de comprimento. A medida desse ângulo, 

em graus, é

A)	
757

π
					     D)	

864

π

B)	
786

π
					     E)	

983

π

C)	
805

π

Exercícios Propostos
01.	 (FUVEST-SP) Considere um arco AB de 110° numa 

circunferência de raio 10 cm. Considere, a seguir, um arco 

A B' '  de 60° numa circunferência de raio 5 cm. Dividindo-se 

o comprimento do arco AB pelo do arco A B' '  (ambos 

medidos em cm), obtém-se

A)	 11

6
		 B)	 2		  C)	

11

3
		  D)	 22

3
		 E)	 11

02.	 (UFRGS-RS) As rodas traseiras de um veículo têm 

4,25 metros de circunferência cada uma. Enquanto as rodas 

dianteiras dão 15 voltas, as traseiras dão somente 12 voltas.  

A circunferência de cada roda dianteira mede

A)	 2,125 metros.			  C)	 3,4 metros.

B)	 2,25 metros.			   D)	 3,75 metros.

03.	 (PUC-SP) Na figura, têm-se 3 circunferências de centros 

A, B e C, tangentes duas a duas. As retas QC e PT  são 

perpendiculares. Sendo 4 m o raio da circunferência maior, 

quantos metros devemos percorrer para ir de P  a  Q, 

seguindo as flechas?

A)	 2π							     

BAT PC

Q

B)	 3π

C)	 4π

D)	 6π

E)	 12π

04.	 (UFSJ-MG) Na figura a seguir, está representado um arco 

circular de espessura desprezível, em repouso, de 1 m de 

raio, sendo o diâmetro AB perpendicular ao diâmetro CD e 

A o ponto de contato do aro com a superfície lisa e reta.

B

A

DC

Considerando p = 3,14, é CORRETO afirmar que, se o 
aro rolar, sem deslizar, ininterruptamente, para a direita, 
parando depois de 21,98 m, então a figura correspondente 
nesse momento é a que está na alternativa

A)	 A

B

CD

		  C)	 C

D

BA

B)	 B

A

DC

		  D)	 D

C

AB

05.	 (PUC Minas) Ao projetar prédios muito altos, os engenheiros 

devem ter em mente o movimento de oscilação, que é 

típico de estruturas de arranha-céus. Se o ponto mais 

alto de um edifício de 400 m descreve um arco de 0,5°, 

a medida do arco descrito por esse ponto, em metros, é

A)	 π						      D)	
10

9

π

B)	
3

4

π
						     E)	

11

10

π

C)	
4

3

π
		

06.	 (UFRGS-RS) Os ponteiros de um relógio marcam duas horas 

e vinte minutos. O menor ângulo entre os ponteiros é

A)	 45°		 B)	 50°		 C)	 55°		 D)	 60°		 E)	 65°

Arcos e ciclo trigonométrico
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07.	 (PUC-SP) João e Maria costumavam namorar atravessando 
um caminho reto que passava pelo centro de um canteiro 
circular, cujo raio mede 5 m. Veja a figura 1.

canteiro

P C

canteiro

caminho do passeio

Figura 1

Certo dia, após uma desavença que tiveram no ponto de 
partida P, partiram emburrados, e, ao mesmo tempo, para 
o ponto de chegada C. Maria caminhou pelo diâmetro do 
canteiro e João andou ao longo do caminho que margeava 
o canteiro (sobre o círculo), cuidando para estar sempre à 

“mesma altura” de Maria, isto é, de modo que a reta MJ, 
formada por Maria e João, ficasse sempre perpendicular 
ao diâmetro do canteiro. Veja a figura 2.

P C

J

M

Figura 2

Quando a medida do segmento PM, percorrido por Maria, 

for igual a 7,5 = 5 + 
5

2
 metros, o comprimento do arco de 

circunferência P¹J, percorrido por João, será igual a

A)	
10

3

π







m .				    D)	

2

3

π







m . 

B)	 2π m.					     E)	
π
3









m .

C)	
5

3

π







m .

08.	 (UFOP-MG) Um ciclista de uma prova de resistência deve 
percorrer 500 km em torno de uma pista circular de raio 
200 m. O número aproximado de voltas que ele deve dar é

A)	 100	 B)	 200	 C)	 300	 D)	 400	 E)	 500

09.	 (UniBH-MG) Considerando π = 3,14, o número de 
voltas completas que uma roda de raio igual a 40 cm, 
incluindo o pneu, dará para que o automóvel se desloque 
1 quilômetro será de

A)	 290		  B)	 398		  C)	 2 000		  D)	 3 980

10.	 (UFC-CE) Um relógio marca que faltam 15 minutos para as 
duas horas. Então, o menor dos dois ângulos formados 
pelos ponteiros das horas e dos minutos mede

A)	 142°30’		  C)	 157°30’		  E)	 127°30’

B)	 150°			   D)	 135°	

11.	 (UFPA) Quantos radianos percorre o ponteiro dos minutos 
de um relógio em 50 minutos?

A)	
16
9

π
		  B)	

5
3
π

		  C)	
4
3
π

		  D)	
4
2
π

		  E)	
3
3
π

12.	 (UFMG) A medida, em graus, de um ângulo que mede 
4,5 rad é

A)	
4 5,
π 			   C)	

810
π 			   E)	 810π

B)	 4,5π			   D)	 810	 		

13.	 (PUC RS) Em uma circunferência de 5 cm de raio, marca-se 
um arco de 8 cm de comprimento. Em radianos, esse 
arco vale

A)	 5π		  B)	 8π		  C)	 8		  D)	
8

5
		  E)	

8
5
π

seção ENEM
01.	 (Enem–2004) Nos X-Games Brasil, em maio de 2004, 

o skatista brasileiro Sandro Dias, apelidado “Mineirinho”, 
conseguiu realizar a manobra denominada “900”, 
na modalidade skate vertical, tornando-se o segundo atleta 
no mundo a conseguir esse feito. A denominação “900” 
refere-se ao número de graus que o atleta gira no ar em 
torno de seu próprio corpo, que, no caso, corresponde a

A)	 uma volta completa.		  D)	 duas voltas e meia.

B)	 uma volta e meia.			  E)	 cinco voltas completas.

C)	 duas voltas completas.

02.	 (Enem–2009) Considere um ponto P em uma circunferência 
de raio r no plano cartesiano. Seja Q a projeção ortogonal 
de P sobre o eixo x, como mostra a figura, e suponha que 
o ponto P percorra, no sentido anti-horário, uma distância 
d ≤ r sobre a circunferência.

y

xO

rP

Q

Então, o ponto Q percorrerá, no eixo x, uma distância 
dada por

A)	 r 1 −








sen
d

r
.			   D)	 r sen

r

d









 .

B)	 r 1 −








cos
d

r
.			   E)	 r cos

r

d









 .

C)	 r 1 −








tg
d

r
.

Gabarito
Fixação

01.	 B	 02.	 B	 03.	 B	 04.	 C	 05.	 D

Propostos
01.	 C	 04.	 A	 07.	 A	 10.	 A	 13.	 D
02.	 C	 05.	 D	 08.	 D	 11.	 B	
03.	 D	 06.	 B	 09.	 B	 12.	 C	

Seção Enem
01.	 D	 02.	 B
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MóDuLoMateMática
FuNção PERióDiCA

Uma função y = f(x) é periódica, de período p, se existe 

p ∈ , p > 0, tal que f(x + p) = f(x), para todo x pertencente 

ao domínio da função.

FuNção SENo
No ciclo trigonométrico a seguir, a é a medida do ângulo 

AOP, e o triângulo OP1P é retângulo.

 

AC P1O

1

α

α

B

y

x

D

P

Utilizando a defi nição de seno para ângulos agudos num 

triângulo retângulo, podemos escrever:

sen a = 
PP
OP
1 , em que OP = 1, e P1P é a ordenada de P, ou seja:

sen a = ordenada de P

A função seno é a função, de  em , que para todo 

número a associa a ordenada do ponto P (imagem de a no 

ciclo trigonométrico).

sen:  → : a → sen a = OP2 

A(1, 0)
C(–1, 0)

P2

O

1

α

α

B(0, 1)

y

x

D(0, –1)

P

Dizemos também que OP2 é o seno de AOP ou de A¹P.

sen AOP = sen A¹P = OP2

O eixo Oy passa a ser denominado, então, como eixo 

dos senos.

gRáFiCo DA FuNção SENo 
(SENoiDE)

¹3
2

¹2
2 1

2

π
6

π
2

3π
2

π
3

π
4

1

–1

O x2ππ

y

A imagem da função seno é o intervalo [–1, 1], isto é, 

–1 ≤ sen x ≤ 1, para todo x real.

A função seno é periódica, e seu período é 2p. 

SiNAL
Vamos analisar o sinal de sen a quando P (imagem de a 

no ciclo trigonométrico) pertence a cada um dos quadrantes. 

Eixo dos senos:

O

+

–
–

+

α

α

α

α

sen

Funções seno e cosseno 03 E
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VALoRES NoTáVEiS

O

sen

1
2
1
2

π
6
π
6

5π
6

7π
6

11π
6

π
6

π
6

π
6

O

sen

π
4
π
4

3π
4

5π
4

7π
4

π
4

π
4

π
4

¹2
2

¹2
2

O

sen

2π
3

4π
3

5π
3

π
3

π
3

π
3

π
3

π
3

¹3
2

¹3
2

SENoS DE ARCoS CôNgRuoS

Qualquer que seja o número real a, os arcos de medida a 

e a + 2kp, k ∈ , têm a mesma origem A e a mesma 

extremidade P. Logo:

sen (a + 2kp) = sen a, k ∈ 

Exemplos

1º) sen 750° = sen 390° = sen 30° = 
1
2

2º) A determinação principal do arco de medida 
29
3

π
 rad 

mede 
5
3
π
 rad. Então, sen 

29
3

π
 = sen 

5
3
π
 = − 3

2
.

FuNção CoSSENo
No ciclo trigonométrico a seguir, a é a medida do ângulo 

agudo AOP, e o triângulo OP1P é retângulo.

O

y

xP1

P

α

α

A(1, 0)C(–1, 0)

1

D(0, –1)

B(0, 1)

Utilizando a defi nição de cosseno para ângulos agudos 
num triângulo retângulo, podemos escrever:

cos a = OP
OP
1, em que OP = 1, e OP1 é a abscissa de P, ou seja:

cos a = abscissa de P

A função cosseno é a função, de  em , que para todo 
número a associa a abscissa do ponto P (imagem de a no 
círculo trigonométrico).

cos:  → : a → cos a = OP1

O

y

xP1

P

α

α

A(1, 0)C(–1, 0)

1

D(0, –1)

B(0, 1)

Dizemos, também, que OP1 é o cosseno de AOP ou de 
A¹P, e indicamos:

cos AOP = cos A¹P = OP1

O eixo Ox passa a ser denominado, então, como eixo dos 
cossenos.

gRáFiCo DA FuNção CoSSENo 
(CoSSENoiDE)

¹3
2

¹2
2 1

2

π
6

π
2

3π
2

π
3

π
4

1

–1

O x2π
π

y

A imagem da função cosseno é o intervalo [–1, 1],  isto é,
–1 ≤ cos x ≤ 1, para todo x real.

A função cosseno é periódica, e seu período é 2p.

Frente E Módulo 03
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SiNAL
Vamos analisar o sinal de cos a quando P (imagem de a no 

ciclo trigonométrico) pertence a cada um dos quadrantes.

O

+

–

–

+

α

α

α

α

cos

VALoRES NoTáVEiS

O
cos

5π
6

7π
6

11π
6

π
6

π
6

π
6

π
6

π
6

¹3
2

¹3
2

O

3π
4

5π
4

7π
4

π
4

π
4

π
4

π
4

π
4

¹2
2

¹2
2

cos

cos
O
1
2

1
2

2π
3

4π
3

5π
3

π
3

π
3

π
3

π
3

π
3

CoSSENoS DE ARCoS CôNgRuoS
Qualquer que seja o número real a, os arcos de medidas a 

e a + 2kp, k ∈ , têm a mesma origem A e a mesma 

extremidade P. Logo:

cos (a + 2kp) = cos a, k ∈  

Exemplos

1º) cos 8p = cos 6p = cos 4p = cos 2p = cos 0 = 1

2º) A determinação principal do arco de medida 
20
3

π
 rad 

mede 
2
3
π
 rad. Então, cos 

20
3

π
 = cos 

2
3
π
 = − 1

2
.

PERíoDo DE FuNçõES 
ENVoLVENDo SENo E CoSSENo

Sabendo-se que as funções seno e cosseno são periódicas, 

e seu período é 2p, podemos calcular o período p das 

seguintes funções:

i) f(x) = sen (mx + n) ⇒ p = 2π
m

, m ≠ 0

ii) f(x) = cos (mx + n) ⇒ p = 2π
m

, m ≠ 0

Demonstração:

i) Seja f(x) = sen (mx + n), m ≠ 0.

 Como o período da função sen x é igual a 2p, obtemos 

um período de f(x) quando o arco (mx + n) variar, 

por exemplo, de 0 a 2p.

 Assim:

 mx + n = 0 ⇒ x = − n
m

 mx + n = 2p ⇒ x = 
2π
m

n
m

−

 Como o período p é positivo, temos:

p = |∆x| = 
2 2π π
m

n
m

n
m m

− − −





=

ii) A demonstração é análoga.

Exemplos

1º) f(x) = sen 2x

 m = 2 ⇒ p = 
2
2
π
 ⇒ p = p

3π
2

π
2

y

x2πO π

1

–1

Funções seno e cosseno



72 Coleção Estudo

2º) f(x) = cos 
x
2

 m = 
1
2

 ⇒ p = 
2
1
2

π
 ⇒ p = 4p

y

x
2π

3π 4πO π

1

–1

RELAção FuNDAMENTAL  
ENTRE SENo E CoSSENo

Utilizando as razões trigonométricas num triângulo 

retângulo, já havíamos deduzido que:

sen2 a + cos2 a = 1

Tal relação é conhecida como a Relação Fundamental da 

Trigonometria, e pode ser demonstrada facilmente no ciclo 

trigonométrico.

Tomemos um ângulo a tal que 0 < a < 
π
2

 (os demais casos 

são demonstrados de maneira análoga). 

O

y

xP2

P1
P

α

Assim, temos: P2P = OP1 = sen a, OP2 = cos a e OP = 1

Pelo Teorema de Pitágoras, temos:

(P2P)2 + (OP2)
2 = (OP)2 ⇒ sen2 a + cos2 a = 1

ExERCíCioS RESoLViDoS

01. Dar o domínio, o conjunto imagem e esboçar o gráfi co de 

y = 1 + sen x.

Resolução:

Domínio: D = 

Conjunto imagem:

–1 ≤ sen x ≤ 1 ⇒ 0 ≤ 1 + sen x ≤ 2 ⇒ Im = [0, 2]

Gráfi co:

3π
2

π
2

y

x2π
O

π

1

2

y = 1 + sen x

y = sen x

–1

02. Determinar m de modo que se tenha cos x = 
m + 3
2

.

Resolução:

Como –1 ≤ cos x ≤ 1, tem-se:

–1 ≤ 
m + 3
2

 ≤ 1 ⇔ –2 ≤ m + 3 ≤ 2 ⇔ –5 ≤ m ≤ –1

ExERCíCioS DE FixAção
01. (VUNESP-SP) Uma máquina produz diariamente 

x dezenas de certo tipo de peças. Sabe-se que o 
custo de produção C(x) e o valor de venda V(x) são 
dados, aproximadamente, em milhares de reais, 
respectivamente, pelas funções:

C(x) = 2 – cos
xπ
6






 e V(x) = 3¹2 sen

xπ
12






, 0 ≤ x ≤ 6

O lucro, em reais, obtido na produção de 3 dezenas de 
peças é

A) 500   C) 1 000   E) 3 000

B) 750   D) 2 000  

02. (PUC Minas) Se cos a = –
1

4
 e a é um ângulo do terceiro 

quadrante, então o valor de sen a é igual a

A) − 15
4

   C) 
11
4

   E) 
15
4

B) − 13
4

   D) 
13
4

  

03. (UFES)  O  pe r í odo  e  a  imagem da  função 

f(x) = 5 – 3 cos
x −




2

π
, x ∈ , são, respectivamente,

A) 2p  e  [–1, 1]   D) 2p  e  [–3, 3]

B) 2p  e  [2, 8]   E) 2p2 e  [–3, 3]

C) 2p2  e  [2, 8]

04. (UFU-MG) Se f é a função real dada por f(x) = 2 – cos (4x),
então é CoRRETo afi rmar que

A) o gráfi co de f intercepta o eixo dos x.

B) f(x) ≤ 3 e f(x) ≥ 1, para todo x ∈ .

C) f(x) ≤ 2 para todo x ∈ .

D) f(x) < 0.

E) f(x) ≥ 
3

2
 para todo x ∈ .

Frente E Módulo 03
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05.	 (VUNESP-SP) Observe o gráfico.

π
6

π
3

2π
3

π
2

y

xO

2

–2

Sabendo-se que ele representa uma função trigonométrica, 
a função y(x) é

A)	 –2 cos 3x				    D)	 3 sen 2x

B)	 –2 sen 3x				    E)	 3 cos 2x

C)	 2 cos 3x

Exercícios Propostos
01.	 (FJP-MG–2010) Observe a seguinte figura que lembra um 

dos mais bonitos cartões postais de Belo Horizonte.

12 m

15,70 m

Parece que o arquiteto Oscar Niemeyer se inspirou no 
arco de uma senoide para fazer a fachada da Igreja da 
Pampulha. Se assim foi, das funções a seguir, a que mais 
se aproxima da função que o inspirou é

A)	 f(x) = 12 sen (5x)		 C)	 f(x) = 12 sen 
15 70, x

π











B)	 f(x) = 12 sen 
x

5









 		 D)	 f(x) = sen 

15 70

12

, x









02.	 (FUVEST-SP) A figura a seguir mostra parte do gráfico da 

função

y

x
2π 4π

O

2

–2

A)	 sen x					     D)	 2 sen 2x

B)	 2 sen 
x

2









 				   E)	 sen 2x

C)	 2 sen x	

03.	 (Cesgranrio) Se sen (x) – cos (x) = 
1

2
, o valor de 

sen (x) cos (x) é igual a

A)	 − 3
16

			   C)	
3
8

				    E)	
3
2

B)	 −3
8

			   D)	
3
4

		

04.	 (UFES) Qual das equações representa a função 

trigonométrica cujo gráfico está na figura a seguir?

 

3π
2

3π
2

π
2

π
2

y

xO

2

–2

–2π 2ππ

A)	 y = 2 sen x			   D)	 y = 2 sen 2x

B)	 y = sen 
x
2

				    E)	 y = 2 sen 
x
2

C)	 y = sen 2x

05.	 (Unimontes-MG–2008) Considere a função f:  →  dada 

por f(q) = cos
π θ−









3
. Assim, podemos afirmar que

A)	 f(2p) – f(0) = ¹3		  C)	 f(2p) – f(0) = 
3

2

B)	 f(2p) – f(0) = 0		  D)	 f(2p) – f(0) = –
3

2

06.	 (Mackenzie-SP) A função real definida por f(x) = k.cos (px),  

k > 0 e p > 0, tem período 7π e conjunto imagem [–7, 7].  

Então, kp vale

A)	 7				    C)	 2				    E)	 14

B)	
7
2

				    D)	
2
7

		

07.	 (UFPel-RS) O conjunto imagem da função f:  → , 
definida por f(x) = 2 sen (x) – 3, é o intervalo

A)	 [–1, 1]					    D)	 [–1, 5]

B)	 [–5, 5]					    E)	 [–5, –1]

C)	 [–5, 1]

08.	 (FUVEST-SP) O menor valor de 
1

3 − cos x , com x real, é

A)	
1
6

		  B)	
1
4

		  C)	
1
2

		  D)	 1		  E)	 3

09.	 (Unimontes-MG–2008) Dado sen x = –
3

2 3
 e p < x < 

3

2

π
, 

o valor de y = (1 + cos x)(1 – cos x) é

A)	 –
3

4
		  B)	

3

4
			   C)	 ± 3

4
		  D)	

3

2

10.	 (Cesgranrio) Seja f: [0, 2π] →  definida por:

f(x) = –3 cos x −





2
3
π

O valor de x que torna f(x) máximo é

A)	 0					     D)	
5
3
π

		

B)	
π
3

					     E)	
3
2
π

	

C)	
4
3
π

Funções seno e cosseno
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11.	 (UFES) Considere que V(t), o volume de ar nos pulmões 

de um ser humano adulto, em litros, varia de, no mínimo, 

2 litros a, no máximo, 4 litros, sendo t a variável tempo, 

em segundos. Entre as funções a seguir, a que MELHOR 

descreve V(t) é

A)	 2 + 2.sen
π
3
t




		

B)	 4 + 2.sen
π
3
t




		

C)	 5 + 3.sen
π
3
t





D)	 1 + 3.sen
π
3
t





E)	 3 + sen
π
3
t





12.	 (UEL-PR) Seja x a medida de um arco em radianos. 

O número real a, que satisfaz as sentenças sen x = − −3 a 

e cos x = 
a − 2
2

, é tal que

A)	 a ≥ 7					   

B)	 5 ≤ a < 7				  

C)	 3 ≤ a < 5

D)	 0 ≤ a < 3

E)	 a < 0

13.	 (UFJF-MG) A figura a seguir mostra, no plano cartesiano, 

uma circunferência centrada na origem, de raio igual a 1, 

passando pelos pontos B e C. Nessa figura, os pontos O, 

C e D são colineares, os segmentos de retas AC e BD 

são paralelos ao eixo y e θ é o ângulo que o segmento 

de reta OD faz com o eixo x. 

O

y

xA

C

θ
B

D

Com respeito a essa figura, é CORRETO afirmar que

A)	 OA = sen θ			 

B)	 OC = cos θ				 

C)	 BD = 
AC
OA

D)	
AC
BD

OD
OB

=

E)	 OB2 + BD2 = 1

seção ENEM
01.	 (Enem–2010) Um satélite de telecomunicações, t minutos 

após ter atingido sua órbita, está a r quilômetros de 

distância do centro da Terra. Quando r assume seus 

valores máximo e mínimo, diz-se que o satélite atingiu o 

apogeu e o perigeu, respectivamente. Suponha que, para 

esse satélite, o valor de r em função de t seja dado por:

r t
t

( )
, .cos ( , . )

=
+

5 865

1 0 15 0 06

Um cientista monitora o movimento desse satélite para 

controlar o seu afastamento do centro da Terra. Para isso, 

ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apogeu 

e no perigeu, representada por S. O cientista deveria 

concluir que, periodicamente, S atinge o valor de

A)	 12 765 km.				    D)	 10 965 km.

B)	 12 000 km.				    E)	 5 865 km.

C)	 11 730 km.

02.	 As vendas de uma certa empresa são muito oscilantes, 

devido à sazonalidade do produto que fabrica. O cálculo 

do número de produtos vendidos pode ser fornecido pela 

seguinte função, cujos valores são expressos em milhares 

de reais:

V(t) = 250 – 50.sen 
π.t
2









 , em que t representa cada 

mês do ano; 

(t = 1: janeiro; t = 2: fevereiro, e assim por diante).

Com base nessas informações, as vendas da empresa são

A)	 maiores nos meses de janeiro, maio e setembro.

B)	 maiores nos meses de fevereiro, abril, junho, agosto, 
outubro e dezembro.

C)	 maiores nos meses de março, julho e novembro.

D)	 menores nos meses de fevereiro, abril, junho, agosto, 
outubro e dezembro.

E)	 nulas nos meses de fevereiro, abril, junho, agosto, 
outubro e dezembro.

Gabarito
Fixação

01.	 C	 02.	 A	 03.	 C	 04.	 B	 05.	 B

Propostos
01.	 B	 04.	 A	 07.	 E	 10.	 D	 13.	 C

02.	 B	 05.	 B	 08.	 B 	 11.	 E	

03.	 C	 06.	 C	 09.	 B 	 12.	 D		

Seção Enem
01.	 B	 02.	 C

Frente E Módulo 03
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MóDuLoMateMática

FuNção TANgENTE
Pela origem A dos arcos, consideremos o eixo AT paralelo 

a Oy, passando por A.

Temos que a é a medida do ângulo agudo AOP, e o 
triângulo OAT é retângulo.

O

y

x

P
T

α α
A(1, 0)C(–1, 0)

D(0, –1)

B(0, 1)

Portanto, utilizando a defi nição de tangente para ângulos 
agudos num triângulo retângulo, podemos escrever 

tg a = 
AT
OA

, em que OA = 1, e AT é a ordenada de T, ou seja:

tg a = ordenada de T

A função tangente é a função de  – 
π π
2

+ ∈








k k,   em , 

que para todo número a associa a ordenada do ponto T, 

interseção de AT com OP (em que P é a imagem de a no 
ciclo trigonométrico).

tg:  – 
π π
2

+ ∈








k k,   → 

a → tg a = AT

O

y

x

P
T

α α
A(1, 0)C(–1, 0)

D(0, –1)

B(0, 1)

Dizemos, também, que AT é a tangente de AOP ou de A¹P.

tg AÔP = tg A¹P = AT

O eixo AT passa a ser denominado, então, eixo das 
tangentes.

gráfico

x 0
π
6

π
4

π
3

π
2

p
3

2

π
2p

tg x 0
3

3
1 ¹3 ∃ 0 ∃ 0

¹3
3

π
6

π
2

π
2

3π
2

π
3

π
4

1

O x2ππ

tg x

¹3

A imagem da função tangente é .

A função tangente é periódica, e seu período é p.

OBSERVAÇÃO

f(x) = tg (mx + n) ⇒ p = 
π
m

, m ≠ 0

Sinal
Vamos estudar o sinal de tg a quando P (imagem de a no 

ciclo trigonométrico) pertence a cada um dos quadrantes.

tg

+–

–+

αα

αα

O

Funções tangente, cotangente, 
secante e cossecante

04 E
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Valores notáveis

 

tg

π
6

π
6
π
6

¹3
3

¹3
3

11π
6

7π
6

5π
6

O

 

tg
π
4

π
4

π
4

7π
4

5π
4

3π
4

1

–1

O

  

tg

π
3

π
3

π
3

5π
3

4π
3

2π
3

–¹3

¹3

O

TANgENTES DE ARCoS 
CôNgRuoS

Qualquer que seja o número real a, os arcos de medidas a 

e a + 2kp, k ∈ , têm a mesma origem A e a mesma  

extremidade P. Logo:

tg (a + 2kp), = tg a, a ∈ D(tg), k ∈ 

Exemplos

1º) tg 1 080° = tg 720° = tg 360° = tg 0° = 0

2º) A determinação principal do arco de medida 
38
3

π
 rad 

mede 
2
3
π
 rad. Então: tg 

38
3

π
 = tg 

2
3
π
 = –¹3

RELAção ENTRE TANgENTE, 
SENo E CoSSENo

Qualquer que seja a ∈ D(tg), se a ≠ kp, k ∈ , existem os 

triângulos retângulos OAT e OP1P semelhantes. Logo:

tg

T

A AC O O O

P P

T

1

|sen α|
|tg α|

|cos α|

B

1 1

D

P1
P1

α
α α α

AT
PP

OA
OP

tg

sen
tg

sen

1 1

1= ⇒ = ⇒ =
α
α α

α
α
αcos cos

A análise dos sinais de tg a, sen a e cos a e o estudo dos 

casos particulares nos permite concluir que:

tg a = 
sen α

αcos
, a ≠ 

π
2

 + kp, k ∈ 

ouTRAS FuNçõES 
TRigoNoMÉTRiCAS
Função cotangente

Defi niremos a função cotangente utilizando as funções 
seno e cosseno da seguinte forma:

cotg a = 
cos α

αsen
, a ≠ kp, k ∈ 

Como consequência imediata, temos:

cotg a = 
1
tg α

, a ≠ 
kπ
2

, k ∈ 

gráfico

x2π–π O π

cotg x

A imagem da função cotangente é .

A função cotangente é periódica, e seu período é p.

OBSERVAÇÃO

f(x) = cotg (mx + n) ⇒ p = 
π
m

, m ≠ 0

Frente E Módulo 04
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Função secante
Defi niremos a função secante utilizando a função cosseno, 

da seguinte forma:

sec a = 
1
cos α

, a ≠ 
π
2

 + kp, k ∈ 

gráfico

xO

1

–1

sec x

π
2

π
2

3π
2

5π
2

A imagem da função secante é  – (–1, 1).

A função secante é periódica, e seu período é 2p.

OBSERVAÇÃO

f(x) = sec (mx + n) ⇒ p = 
2π
m

, m ≠ 0

Função cossecante
Defi niremos a função cossecante utilizando a função seno, 

da seguinte forma:

cossec a = 
1
sen α

, a ≠ kp, k ∈ 

gráfico

xO 2π–π π

1

–1

cossec x

   

A imagem da função cossecante é  – (–1, 1).

A função cossecante é periódica, e seu período é 2p.

OBSERVAÇÃO

f(x) = cossec (mx + n) ⇒ p = 
2π
m

, m ≠ 0

RELAção ENTRE 
SECANTE E TANgENTE 
E ENTRE CoSSECANTE 
E CoTANgENTE 

Dividindo os membros de cos2 a + sen2 a = 1 por cos2 a,

sendo cos a ≠ 0, temos:

cos

cos cos

2 2

2 2

1α α
α α

+ =sen
 ⇒ 1 + tg2 a = sec2 a

1 + tg2 a = sec2 a, a ≠ 
π
2

 + kp, k ∈ 

Analogamente, dividindo por sen2 a, sendo sen a ≠ 0, 

temos:

1 + cotg2 a = cossec2 a, a ≠ kp, k ∈ 

REDução Ao 1º QuADRANTE
Consideremos os pontos P1, P2, P3 e P4 simétricos no ciclo 

trigonométrico.

B(0, 1)

se
n 

(π
 –

 x
)

cos (π – x)C(–1, 0)

P3(cos (π + x),
sen (π + x))

P4(cos (2π – x),
sen (2π – x))

P2(cos (π – x),
sen (π – x)) P1(cos x, sen x)

A(1, 0)

D(0, –1)

cos (π + x) cos (π – x) x

se
n
 (

2
π 

–
 x

)
se

n
 x

cos x

se
n
 (
π 

+
 x

)

π – x

π + x

2π – x

x

Se P1 determina um arco de medida x, 0 < x < π
2

, então 

P2, P3 e P4 determinam, respectivamente, arcos de medidas

p – x, p + x e 2p – x.

Pelas defi nições de seno e de cosseno, temos:

P1(cos x, sen x);

P2(cos (p – x), sen (p – x));

P3(cos (p + x), sen (p + x)) e

P4(cos (2p – x), sen (2p – x)).

Funções tangente, cotangente, secante e cossecante
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Aplicando as simetrias das coordenadas, obtemos:

Pontos Abscissas ordenadas

P1 e P2 cos (p – x) = –cos x sen (p – x) = sen x

P1 e P3 cos (p + x) = –cos x sen (p + x) = –sen x

P1 e P4 cos (2p – x) = cos x sen (2p – x) = –sen x

Tais relações são válidas para todo número real x.

Exemplos

1º) Reduzindo 
4
5
π

 ao 1º quadrante, temos:

AC

D

B

sen π
5

π
5

cos π
5

sen 4π
5

4π
5

cos 4π
5

AOC

D

B

⇒

π
5

4π
5

sen sen
4
5 5

4
5 5

π π π π= = −; cos cos ;

tg
sen sen

tg tg
4
5

4
5
4
5

5

5

4
5 5

π
π

π

π

π
π π= =

−
⇒ = −

cos cos
;

cotg
tg tg

cotg cotg
4
5

1
4
5

1

5

4
5 5

π
π π

π π= =
−

⇒ = − ;

sec
cos cos

sec sec
4
5

1
4
5

1

5

4
5 5

π
π π

π π= =
−

⇒ = − ;

cossec cossec cossec
4
5

1
4
5

1

5

4
5 5

π
π π

π π= = ⇒ =
sen sen

;

2º) Reduzindo 220° ao 1º quadrante, temos:

AC

D

B

sen 220°

cos 220° cos 40°

40°

220°220°

sen 40°

⇒
AO OC

D

B

sen 220° = –sen 40°; cos 220° = –cos 40°;

tg 220° = tg 40°; cotg 220° = cotg 40°;

sec 220° = –sec 40°; cossec 220° = –cossec 40°;

3º) Reduzindo 310° ao 1º quadrante, temos:

AC

D

O

B

310°310°

50°

cos 310°

se
n
 3

1
0
°

se
n
 5

0
°

cos 50°

AC

D

B

⇒

sen 310° = –sen 50°; cos 310° = cos 50°;

tg 310° = –tg 50°; cotg 310° = –cotg 50°;

sec 310° = sec 50°; cossec 310° = –cossec 50°;

RELAçõES ENTRE ARCoS 
CoMPLEMENTARES

Considerando um arco de medida x, 0 < x < 
x
2

, sabemos 

que seu arco complementar tem medida 
x
2

 – x.

No ciclo trigonométrico, temos:

x

P2

– x

P1 x

0 ≡ 2ππ

x

π
2

π
2

3π
2

O

Pelas defi nições de seno e cosseno, temos:

P1(cos x, sen x) e P2
cos ,

π π
2 2

−








 −



















x sen x

Da congruência dos dois triângulos retângulos anteriores, 

obtemos:

sen 
π
2

−








x  = cos x e cos 

π
2

−








x  = sen x

Tais relações são válidas para todo número real x.
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Exercícios resolvidos
01.	 Provar que (1 + cotg2 x)(1 – cos2 x) = 1 para todo x real,  

x ≠ kπ, k ∈ .

Resolução:

(1 + cotg2 x)(1 – cos2 x) = cossec2 (x).sen2 (x)

		 = 
1
2sen x

.sen2 x = 1

02.	 Provar que tg x + cotg x = sec (x).cossec (x) para todo x 

real, x ≠ 
kπ
2

, k ∈ .

Resolução:

tg x + cotg x = 
sen x
x

x
sen x

sen x x
x senxcos

cos cos
cos .

+ = +2 2

		 = 
1 1 1

cos . cos
.

x sen x x sen x
=

		 = sec (x).cossec (x)

Exercícios de fixação
01.	 (UFTM-MG) Se 0 < x ≤ π e 3 cos (x) + sen (x) = 3, pode-se 

afirmar que

A)	 tg x < –1				    D)	 1
2

 ≤ tg x < 1

B)	 –1 ≤ tg x < – 1
2

		  E)	 tg x ≥ 1

C)	 – 1
2

 ≤ tg x < 1
2

02.	 (UFOP-MG–2008) Se tg x = a, 
π
2

 < x < π, é CORRETO 

afirmar que sen (x) + cos (x) vale

A)	
− −

+
1

1 2

a

a
					    C)	 1

1 2

−
+
a

a
	

B)	
1

1 2

+
+
a

a
					    D)	

− +
+
1

1 2

a

a
	

03.	 (FUVEST-SP) Se α é um ângulo tal que 0 < α < 
π
2

 e sen α = a, 

então tg (π – α) é igual a

A)	 −
−

a

a1 2
				    D)	 −

−1 2a

a

B)	 a

a1 2−
				    E)	 −

+1 2a

a

C)	
1 2−a

a

04.	 (Cesgranrio) Se sen α = 1
3

, então o valor de  

sen (25π + α) – sen (88π – α) é

A)	 0		  B)	 – 1
3

		 C)	 1
3

		  D)	 − 3
2

		  E)	
2
3

05.	 (UFJF-MG–2006) Dois ângulos distintos, menores que 

360°, têm, para seno, o mesmo valor positivo. A soma 

desses ângulos é igual a

A)	 45°		 B)	 90°		 C)	 180°	 D)	 270°	 E)	 360°

Exercícios Propostos
01.	 (Unifor-CE) O valor de tg 150° + 2 sen 120° – cos 330° 

é igual a

A)	 ¹3							       D)	 − 3

6

B)	 − 3

2
						      E)	

3

6

C)	
3

2

02.	 (FUVEST-SP) Qual das afirmações a seguir é 

VERDADEIRA?

A)	 sen 210° < cos 210° < tg 210°

B)	 cos 210° < sen 210° < tg 210°

C)	 tg 210° < sen 210° < cos 210°

D)	 tg 210° < cos 210° < sen 210°

E)	 sen 210° < tg 210° < cos 210°

03.	 (UFG-GO–2008) Dois observadores, situados nos pontos A 

e B, a uma distância d um do outro, como mostra a figura 

a seguir, avistam um mesmo ponto no topo de um prédio 

de altura H, sob um mesmo ângulo q com a horizontal.

H

C
B

A d
θ

θ

Sabendo que o ângulo ABC também mede q e 

desconsiderando a altura dos observadores, a altura H 

do prédio é dada pela expressão

A)	 H = 
d

2
 sen 

θ
2









  cos q

B)	 H = d cos q sen q

C)	 H = 
d

2
 tg q sen q

D)	 H = 
d

2
 tg q sec q

E)	 H = d sen 
θ
2









  sec q

04.	 (UEL-PR) A função dada por f(x) = (tg x)(cotg x) está 

definida se, e somente se,

A)	 x é um número real qualquer.

B)	 x ≠ k2p, sendo k ∈ .

C)	 x ≠ kp, sendo k ∈ .

D)	 x ≠ 
kπ
2

, sendo k ∈ .

E)	 x ≠ 
kπ
4

, sendo k ∈ .

Funções tangente, cotangente, secante e cossecante
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05.	 (Fatec-SP) Se x é um arco do 3º quadrante e cos x = − 4
5

, 

então cossec x é igual a

A)	 − 5
3

		 B)	 − 3
5

		 C)	
3
5

		  D)	
4
5

		  E)	
5
3

06.	 (PUC Minas) O arco que tem medida x em radianos é tal 

que 
π
2

 < x < p e tg x = –¹2. O valor do sen x é

A)	 ¹3		  B)	 ¹2		  C)	
3
3

	 D)	
6
3

	 E)	 2
2

07.	 (UEA-AM) Sabendo que sen x = 
2
3

 e que x está no 

1º quadrante, o valor de cotg x é

A)	
5
2
		  B)	

1
3
		  C)	

5
3

		 D)	
5
3

		 E)	
5
2

08.	 (UFPA) Qual das expressões a seguir é idêntica a 

1 2− sen x( )

cotg (x) sen (x)
?

A)	 sen x				    C)	 tg x				    E)	 cotg x

B)	 cos x				    D)	 cossec x	

09.	 (UFRGS) Para todo x ∈ −












π π
3 2
, .  O valor de  

(tg2 x + 1)(sen2 x – 1) é

A)	 –1					     C)	 1					     E)	 –sec2 x

B)	 0					     D)	 cos2 x	

10.	 (UFRN) A figura a seguir é composta de dois eixos 
perpendiculares entre si, x e y, que se intersectam no 
centro O de um círculo de raio 1, e outro eixo z, paralelo 
a y e tangente ao círculo no ponto P. A semirreta OQ, 
com Q pertencente a z, forma um ângulo a com o eixo y. 

y z

xP

Q

O

α

Podemos afirmar que o valor da medida do segmento PQ é

A)	 sec α		  B)	 tg α		  C)	 cotg α		  D)	 cos α

11.	 (FUVEST-SP) O dobro do seno de um ângulo θ, 0 < θ < 
π
2

,  

é igual ao triplo do quadrado de sua tangente. Logo,  
o valor de seu cosseno é

A)	
2
3

		  B)	 3
2

	 C)	 2
2

	 D)	 1
2

		  E)	
3
3

12.	 (Uscal-BA) Qualquer que seja o número real x,  

a expressão cos4 (x) – sen4 (x) é equivalente a

A)	 sen2 (x) – 1			   D)	 2 – cos2 x

B)	 2 (sen x)(cos x)		  E)	 (sen (x) + cos (x)).cos x

C)	 2 cos2 x – 1

13.	 (Cesgranrio) Se x é ângulo agudo, tg (90° + x) é igual a

A)	 tg x			   C)	 –tg x			   E)	 1 + tg x

B)	 cotg x			   D)	 –cotg x		

seção ENEM
01.	 O lucro mensal de uma empresa, em reais, é dado por:

L(t) = 10 000 + 
1 000

6
sec

πt









Em que t representa os meses do ano. O lucro dessa 
empresa, em reais, no mês de fevereiro, é de

A)	 9 000			   C)	 10 000			  E)	 11 000

B)	 9 500			   D)	 10 500		

02.	 Carlos, administrador de empresas, está realizando um 
trabalho de pesquisa sobre duas empresas concorrentes 
A e B. Nesse trabalho, ele está usando várias informações 
sobre cada uma delas, como lucro mensal, quantidade 
de funcionários e de clientes.

O lucro ao longo de um ano de cada empresa, em milhares 
de reais, é fornecido pela seguinte função do tempo t, em 
meses, sendo t = 1 correspondente ao mês de janeiro:

LA(t) = 200 + 50.cos 
πt
12











LB(t) = 300 – 50.cossec 
πt
24











O orientador do trabalho de pesquisa de Carlos pediu 
para ele fazer uma análise mensal sobre os lucros de 
cada uma das empresas. Portanto, Carlos poderá afirmar 
que, no mês de abril,

A)	 a empresa A lucrou R$ 20 000,00 a mais que a 
empresa B.

B)	 a empresa B lucrou R$ 20 000,00 a mais que a 
empresa A.

C)	 a empresa A lucrou R$ 25 000,00 a mais que a 
empresa B.

D)	 a empresa B lucrou R$ 25 000,00 a mais que a 
empresa A.

E)	 as duas empresas tiveram lucros iguais.

Gabarito
Fixação

01.	 D	 02.	 A	 03.	 A	 04.	 A	 05.	 C

Propostos
01.	 E	 04.	 D	 07.	 E	 10.	 C	 13.	 D

02.	 B	 05.	 A	 08.	 B	 11.	 B

03.	 D	 06.	 D	 09.	 A	 12.	 C

Seção Enem
01.	 D	 02.	 C

Frente E Módulo 04


