











Nocoes primitivas de geometria plana

Resolucao:

Sejam os pontos A, B e C e o angulo B.

Os angulos 1400° e B sdo suplementares, ou seja, f = 400.

Trace a reta tracejada t paralela as retas r e s, passando

por B. Seja D um ponto da reta t.

Os angulos de medidas 30° e A@D sdo alternos internos,
ou seja, ABD = 300.

Os angulos de medidas 40° e C/B\D sdo alternos internos,
ou seja, C/B\D = 400,

AN N\
Assim: o = ABD + CBD = 70°

EXERCICIOS DE FIXACAO

01.

02.

03.

04.

CALCULE:

A) O complemento de um angulo mede 38°.
Qual é esse angulo?

B) — do complemento de um &ngulo mais — do

suplemento do mesmo angulo perfazem 70°.
Qual é esse angulo?

A medida x de um angulo tem 80° a mais que a medida
de seu suplemento. DETERMINE x.

(UFU-MG) Dois angulos consecutivos séo complementares.
Entdo, o angulo formado pelas bissetrizes desses
angulos é

A) 20°

B) 30°

C) 35°

D) 40°

E) 45°

(VUNESP-SP) CALCULE em graus e minutos a medida do
angulo descrito pelo ponteiro dos minutos de um reldgio,
durante o tempo de 135 segundos.

05.

(FUVEST-SP) Na figura a seguir, as retas r e s séo
paralelas, o angulo 1 mede 45° e o &ngulo 2 mede 55°.
A medida, em graus, do angulo 3 é

1 r
3
2
S
A) 50 D) 80
B) 55 E) 100
C) 60

EXERCiCIOS PROPOSTOS

01.

02.

03.

04.

05.

06.

Um angulo excede o seu complemento em 48°.
DETERMINE o suplemento desse angulo.

O complemento da terga parte de um angulo
excede o complemento desse angulo em 30°.
DETERMINE o angulo.

O suplemento do triplo do complemento da metade de um
angulo é igual ao triplo do complemento desse angulo.
DETERMINE o angulo.

DETERMINE dois dngulos complementares tais que o
dobro de um, aumentado da terga parte do outro, seja
igual a um angulo reto.

As bissetrizes de dois dngulos consecutivos formam um
angulo de 52°. Se um deles mede 40°, qual é a medida
do outro?

(UNAERP-SP) As retas r e s sdo interceptadas pela
transversal t, conforme a figura. O valor de x para que

o

r e s sejam paralelas é

X + 20° r
4x + 30°
/ ®
A) 20° D) 30°
B) 26° E) 35°
C) 28°
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Modulo 01

07.

08.

09.

10.

11.

(PUC-SP) Um angulo mede a metade de seu complemento.
Entdo, esse angulo mede

A) 30° B) 60° C) 45° D) 90° E) 68°
(UNIRIO-RJ) As retas r, e r, sdo paralelas. O valor do
angulo a,, apresentado na figura a seguir, é

/

o rl
1300
\ r,
A) 40° B) 45° C) 50° D) 65° E) 130°

CALCULE os angulos @ e 6, em que AB // DE e BC // DF.

(Cesgranrio) As retas r e s da figura sao paralelas cortadas
A A

pela transversal t. Se o angulo B é o triplo de A, ent&o

AN AN

B - A vale

A) 90° D) 75°
B) 85° E) 60°
C) 80°

(UEL-PR) Na figura a seguir, as medidas x, y e z sdo
diretamente proporcionais aos numeros 5, 20 e 25,
respectivamente.

z

O suplemento do dngulo de medida x tem medida igual a

A) 144° D) 82°
B) 128° E) 54°
C) 116°

12.

13.

14.

15.

(FUVEST-SP) As retas t e s sdo paralelas. A medida do
angulo x, em graus, é

X
120°
&
140°
t S
A) 30 D) 60
B) 40 E) 70
C) 50

(Cesgranrio) Duas retas paralelas sdo cortadas por uma
transversal, de modo que a soma de dois dos angulos
agudos formados vale 72°. Entdo, qualquer dos angulos
obtusos formados mede

A) 142°

B) 144°

C) 148°

D) 150°

E) 152°

(UFG) Na figura a seguir, as retas r e s sdao paralelas.

/

A medida do angulo b é

4x r
2X
b
s
//Lféoo
A) 100° D) 140°
B) 120° E) 130°
C) 1100

(UFES) O triplo do complemento de um angulo é igual a
terga parte do suplemento desse angulo. Esse angulo mede

7T
A) — rad
) 3 ra
B) 2" rad
16
o 7* rad
4
7n
D) E rad
E) on rad
8
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Nocoes primitivas de geometria plana

SECAO ENEM

01.

02.

(Enem-2009) Rotas aéreas sdo como pontes que ligam cidades, estados ou paises. O mapa a seguir mostra os estados
brasileiros e a localizagdo de algumas capitais identificadas pelos nUmeros. Considere que a diregdo seguida por um avido Al
que partiu de Brasilia-DF, sem escalas, para Belém, no Para, seja um segmento de reta com extremidades em DF e em 4.

Mapa do Brasil e algumas capitais

. Manaus 10. Rio de Janeiro
. Boa Vista 11. Sdo Paulo

. Macapd 12. Curitiba

. Belém 13. Belo Horizonte
. Sdo Luis  14. Goiania

. Teresina  15. Cuiabd

. Fortaleza 16. Campo Grande
. Natal 17. Porto Velho

. Salvador 18. Rio Branco

O 00 N O U1 A WN =

SIQUEIRA, S. Brasil Regides. Disponivel em: <www.santiagosiqueira.pro.br>. Acesso em: 28 jul 2009 (Adaptacdo).

Suponha que um passageiro de nome Carlos pegou um avido AII, que seguiu a direcdo que forma um angulo
de 135 graus no sentido horario com a rota Brasilia-Belém, e pousou em alguma das capitais brasileiras.
Ao desembarcar, Carlos fez uma conexdo e embarcou em um avido AIII, que seguiu a diregdo que forma um angulo reto, no
sentido anti-horario, com a direcdo seguida pelo avido AII ao partir de Brasilia-DF. Considerando que a diregdo seguida por um
avido é sempre dada pela semirreta com origem na cidade de partida e que passa pela cidade destino do avido, pela descrigdo
dada, o passageiro Carlos fez uma conexdao em

A) Belo Horizonte, e, em seguida, embarcou para Curitiba.
B) Belo Horizonte, e, em seguida, embarcou para Salvador.
C) Boa Vista, e, em seguida, embarcou para Porto Velho.
D) Goiania, e, em seguida, embarcou para o Rio de Janeiro.

E) Goiania, e, em seguida, embarcou para Manaus.

(Enem-2009 / Anulada) Um decorador utilizou um Unico tipo de transformacdo geométrica para compor pares de ceramicas
em uma parede. Uma das composicbes estd representada pelas ceramicas indicadas por I e II.

oV v @
.0 ([ ° ..
o A
I I 111

Utilizando a mesma transformacgdo, qual é a figura que comp&e par com a ceramica indicada por III?

A) B) C) D) E)
[ ) ..A .. ..A o .. ..4
A O [ ) > [ )
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Madulo 01

03. (Enem-2009 / Anulada) Uma das expressdes artisticas

mais famosas associada aos conceitos de simetria GABARITO

e congruéncia é, talvez, a obra de Maurits Cornelis
Escher, artista holandés cujo trabalho é amplamente

difundido. A figura apresentada, de sua autoria, mostra Fixa cao
a pavimentagdo do plano com cavalos claros e cavalos
escuros, que sdo congruentes e se encaixam sem deixar 01. A) 520

espagos vazios.

B) 30°
02. 130°
03. E
04. 13° 30’
05. E
Propostos
Realizando procedimentos analogos aos feitos por Escher,
entre as figuras a seguir, aquela que poderia pavimentar 01. 111°
um plano, utilizando-se pegas congruentes de tonalidades . 4w

claras e escuras é

A){:g B)[\__,f C)m D)ﬂ E)% 03. 80°

04. 360 e 54°
04. (Enem-2009) As figuras a seguir exibem um trecho de 05. 649 ou 1440
um quebra-cabecgas que estd sendo montado. Observe
que as pecas sdo quadradas e had 8 pecas no tabuleiro 06. B
da figura A e 8 pegas no tabuleiro da figura B. As pecas
sdo retiradas do tabuleiro da figura B e colocadas no 07. A
tabuleiro da figura A na posicdo correta, isto ¢, de modo o A
a completar os desenhos. ’
Figura A Figura B 09. O angulo 8 vale 105°, e o angulo B vale 75°.
10. A
11. A
12. E
13. B
f 14. A
/ 4 I 15. D
Peca 1 Pega 2
Disponivel em: <http://pt.eternityii.com>. ~
Acesso em: 14 jul. 2009. Se(,:ao Enem
E possivel preencher corretamente o espago indicado pela 01. B
seta no tabuleiro da figura A colocando a pega '
A) 1 apo6s gira-la 90° no sentido horario. 02. B
B) 1 apds gira-la 180° no sentido anti-horario.
L . . , . 03. BeD
C) 2 apos gira-la 90° no sentido anti-horario.
D) 2 apos gira-la 180° no sentido horario. 04. C

E) 2 apds gira-la 270° no sentido anti-horario.
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MATEMATICA ...

Triangulos e pontos notaveis 0 2

TRlAN GU LOS Quanto a medida dos seus lados, podemos classificar os

tridangulos em:
Considere trés pontos ndo colineares A, B e C. A unido dos .
trés segmentos de reta (AB, AC e BC) com extremidades nos D
trés pontos é denominada triangulo ABC (indicacdo: A ABC).

Tridangulo equilatero: Os trés lados sdo congruentes
entre si, e os trés angulos medem 60°.

Elementos
i) Vértices: Sdo os pontos A, B e C. 600
ii) Lados: S0 os segmentos BC, AC e AB, de medidas
a, b e cindicadas na figura. ¢ ¢
A N PAY N
ifi) Angulos internos: BAC, ABC e ACB.
A
60° 60°
c ‘
b
Tridangulo equildtero
B
a I ii) Triangulo isdsceles: Possui pelo menos dois lados

congruentes. O lado de medida diferente, caso exista,

O perimetro de um triangulo é a soma das medidas dos - A . )
€ chamado base, e 0 angulo oposto a base € chamado

lados. Representamos o perimetro por 2p e o semiperimetro

por p. Assim, no tridngulo ABC anterior, tem-se: angulo do vértice. Os angulos da base (opostos a
lados de medidas iguais) sdao congruentes. Observe
2p=a+b+ceps= atb+c que todo tridngulo equilatero é isdsceles.
2

Classificacao

Quanto a medida dos seus angulos internos, podemos
classificar os tridngulos em:

Triangulo isésceles

Triangulo obtusangulo Tridangulo acuténgulo

(um angulo interno obtuso) (trés angulos internos agudos) N . A
ili) Triangulo escaleno: Os trés lados e os trés angulos

sdo diferentes entre si.

Hipotenusa
Cateto (a)
(©
Cateto (b)

Triangulo retangulo
(um angulo interno reto)

Sabemos que, pelo Teorema de Pitagoras, a2 = b? + ¢?,
ou seja, o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma N
dos quadrados das medidas dos catetos. Triangulo escaleno
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Msdulo 02

PONTOS NOTAVEIS

Baricentro

Mediana de um tridngulo é um segmento de reta que une
um vértice ao ponto médio do lado oposto.

Na figura, AM é mediana do tridngulo ABC, relativa ao
lado BC.

Propriedades

i) As trés medianas de um tridngulo interceptam-se
num mesmo ponto, chamado baricentro.

if) O baricentro divide cada uma das medianas na
proporcao de 2 para 1 (do vértice ao ponto médio).

AG = 2.GM,
BG = 2.GM,
CG = 2.GM,

Incentro

Bissetriz interna de um triangulo é um segmento de reta
que une um vértice ao lado oposto e divide o angulo do

vértice ao meio.

Na figura, AD é a bissetriz interna do triangulo ABC relativa
ao vértice A, e BAD = DAC.

A

Propriedades

i) As trés bissetrizes internas de um tridngulo
interceptam-se num mesmo ponto, chamado incentro.

if) O incentro é equidistante dos lados; portanto, é o
centro da circunferéncia inscrita no triangulo ABC.

Circuncentro

Mediatriz de um lado de um tridngulo é a reta perpendicular
a esse lado pelo seu ponto médio.

Na figura, m, é mediatriz do tridngulo ABC, relativa ao
lado BC.

Propriedades

i) As trés mediatrizes dos lados de um triangulo
interceptam-se num mesmo ponto, chamado
circuncentro.

ii) O circuncentro é equidistante dos vértices;
portanto, é o centro da circunferéncia circunscrita
ao triangulo ABC.
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Triangulos e pontos notaveis

Posicao do circuncentro em
relacao a um triangulo

A) E interno, se o tridngulo é acutangulo.

A

B) Eo ponto médio da hipotenusa, se o
triangulo é retangulo.
A

C) E externo, se o tridngulo é obtusangulo.

Ortocentro

Altura de um triangulo é o segmento de reta tragado de um
vértice a reta suporte do lado oposto, perpendicularmente
a esta.

Nesta figura, AD é a altura do triangulo ABC, relativa ao
lado BC.

Propriedade

As trés retas suportes das alturas de um triangulo
interceptam-se num mesmo ponto, denominado ortocentro.

Posicao do ortocentro em relacao
a um triangulo

A) E interno, se o triangulo é acutangulo

N

B
B) E o vértice do angulo reto, se o triangulo é retangulo
AV\
H =

C) E externo, se o tridngulo é obtusangulo.

A
- C
C

A

B.
P
kS

N

T
P

OBSERVAGOES

i) Em um triangulo isdsceles, o baricentro, o incentro,
o circuncentro e o ortocentro sdo colineares.

A

—

B 7 c
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Msdulo 02

ii) Emum triangulo equilatero, os quatro pontos notaveis
sdo coincidentes.

TEOREMAS

Soma dos angulos internos de um
triangulo

Considere um tridangulo qualquer ABC cujos angulos A\, B8
e 6 tém medidas a, p e 0, respectivamente.

A

a

B
B e

> —_—
Tragando por A a reta DE paralela a BC, determinamos
angulos alternos internos congruentes.

D A

m

B
B C

Como o angulo DAE mede 180°, concluimos que:

o+ B+ 6= 1800

Angulo externo de um triangulo
B

Angulo externo
relativo ao vértice A

c A D

O angulo BAD & adjacente e suplementar de um angulo
interno do tridngulo ABC; por isso, BAD é chamado de angulo
externo desse triangulo.

Sendo a e B as medidas dos angulos internos C e B,
respectivamente, e indicando por a, a medida do angulo
externo relativo ao vértice A,

B

D

temos a+p + 180° - a_ = 180° = a, = a + B, isto é:

A medida de um angulo externo de um triangulo é
igual a soma das medidas dos angulos internos nao
adjacentes a ele.

Desigualdades nos triangulos

A) Dados dois lados de um triangulo, de medidas

diferentes, ao maior lado op&e-se o maior angulo.

C
AN
a c \ob
B A
B A

PAS N\ AN
b<a<ceB<A<C

B) Em todo triangulo, cada lado é menor que a soma

dos outros dois.

a<b+c b<a+c c<a+b

As trés desigualdades citadas sdo equivalentes a:

Ib-cl]<a<b+c
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Triangulos e pontos notaveis

Area de um triéngulo 02. (UFMG) Observe a figura.

Para calcularmos a area de um triangulo fazemos metade
do produto de um dos lados (base) pela altura relativa a ele.
No tridangulo ABC a seguir, temos:

C
altura Nela, a, 2a, b, 2b e x representam as medidas, em graus,
dos angulos assinalados. O valor de x, em graus, é
A o B A) 100

«——— base ——— B) 110
C) 115
" base.altura
D) 120
Area .. = 72 )

03. (UFES)Um dos angulos internos de um tridngulo isésceles

Se o triangulo for retangulo e considerarmos como base mede 100°. Qual é a medida do &ngulo agudo formado
um dos catetos, o outro cateto sera a altura, e a area sera pelas bissetrizes dos outros angulos internos?
igual ao semiproduto dos catetos: A) 20°
B) 40°
B C) 60°
D) 80°
cateto E) 140°
C

04. (PUCMinas) Na figura, o tridngulo ABC é equilatero e esta

cateto

circunscrito ao circulo de centro O e raio 2 cm. AD é altura
do triangulo. Sendo E ponto de tangéncia, a medida de
AE, em centimetros, é

EXERCICIOS DE FIXACAO

01. (UFU-MG) Na figura a seguir, o dngulo x, em graus,
pertence ao intervalo A) 2/5

D)5
B) 2/5 E) /26
4x
Q)3
3x 6x X 05. (UFPE) Na figura a seguir, DETERMINE o angulo que é

oposto ao lado de menor comprimento.

5x

A) (0°, 15°)
B) (15°, 20°)
C) (20°, 25°)

D) (25°, 30°)
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Msdulo 02

EXERCICIOS PROPOSTOS

01. (UNITAU-SP) O segmento da perpendicular tragada de um
vértice de um tridngulo a reta suporte do lado oposto é
denominado
A) mediana.

B) mediatriz.
C) bissetriz.
D) altura.

E) base.

02. (UFU-MG) Considere o tridngulo ABC, a seguir, e D
um ponto no lado AC, tal que AD = BD = BC = 1 cm.
Nesse caso, a relagdo existente entre os dngulos indicados

aefé
C
a B
A B
A) B+2a=mn C) B =3a
B) B =2a D) a-p=2
4
03. (UFMG) Observe a figura:
E
C
D
A B

BD ¢ bissetriz de ABC, ECB = 2.(EAB) e a medida do
angulo ECB ¢ 80°. A medida do angulo cbB ¢

A) 400

B) 50°

C) 550

D) 60°

E) 65°

04. (UNIFESP-SP-2008) Tem-se um tridngulo equiladtero em
que cada lado mede 6 cm. O raio do circulo circunscrito
a esse triangulo, em centimetros, mede

A) V3
B) 2/3
Q) 4

D) 3/2
E) 3/3

05.

06.

07.

08.

(Unimontes-MG-2009) Na figura a seguir, MNPQ é um
quadrado, e NPR é um tridngulo equilatero. O angulo a
mede
Q M
o
R
P N
A) 300 C) 750
B) 150 D) 250
(UFF-RJ) O triangulo MNP é tal que o angulo i = 80°
e o angulo P = 60°. A medida do angulo formado pela
bissetriz do angulo interno N com a bissetriz do angulo
externo P é
A) 20°
B) 30°
C) 40°
D) 50°
E) 60°
(UFMG) Observe a figura:
A
D
140°
B C _F
Nessa figura, AB = AC, BD & bissetriz de ABC, CE é
bissetriz de BCD e a medida do angulo ACF é 1400.
A medida do angulo DI/E\C, em graus, €
A) 20
B) 30
C) 40
D) 50
E) 60
(FUVEST-SP) Na figura a seguir, AB = AC, D é o ponto
de encontro das bissetrizes do tridangulo ABC, e o angulo
Déo triplo do angulo A. Entdo, a medida de Aé
B
A
C
A) 18¢° D) 36°
B) 120 E) 15°

C) 240
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Triangulos e pontos notaveis

09.

10.

11.

12,

13.

14.

(FUVEST-SP) Na figura, AB = BD = CD. Entdo,

D
y
A<Z = c

A) y=3x

B) y = 2x

C) x+ vy =180°

D) x=y

E) 3x =2y

(PUC-SP) Na figura, BC = CA = AD = DE. O angulo CAD
mede

A) 100 D) 400
B) 200 E) 600
C) 300

(UFMT-2006) Deseja-se instalar uma fabrica num lugar
que seja equidistante dos municipios A, B e C. Admita
que A, B e C sdo pontos ndo colineares de uma regiao
plana e que o triangulo ABC é escaleno. Nessas condigGes,
o ponto onde a fabrica devera ser instalada é o

A) centro da circunferéncia que passa por A, B e C.

B) baricentro do tridngulo ABC.

C) ponto médio do segmento BC.

D) ponto médio do segmento AB.

E) ponto médio do segmento AC.

Se P é o incentro de um triangulo ABC e B/P\C = 12509,
DETERMINE A.

O circuncentro de um tridngulo isésceles é interno ao
triangulo e duas mediatrizes formam um angulo de 500°.
DETERMINE os angulos desse triangulo.

Na figura, ABCD é retangulo, M é o ponto médio de CD e o
triangulo ABM é equiladtero. Sendo AB = 15, CALCULE AP.

D M c

15.

16.

17.

18.

(VUNESP-SP) Considere o triangulo ABC da figura adiante.
Se a bissetriz interna do angulo /B\ forma com a bissetriz
externa do angulo Cum angulo de 50°, DETERMINE a
medida do angulo interno A\

(ITA-SP) Seja ABC um tridngulo isésceles de base BC.
Sobre o lado AC desse triangulo, considere um ponto D
tal que os segmentos AD, BD e BC s&o todos congruentes
entre si. A medida do angulo BAC é igual a

A) 23° D) 40°
B) 32° E) 45°
C) 36°

(Unificado-RJ) Na figura a seguir, os pontos A, B e C
representam as posigles de trés casas construidas numa
area plana de um condominio. Um posto policial estara
localizado num ponto P situado a mesma distancia das
trés casas. Em Geometria, o ponto P € conhecido pelo o
nome de

A B

C

A) baricentro. D) incentro.

B) ortocentro. E) ex-incentro.

C) circuncentro.

(UFPE-2009) Na ilustracdo a seguir, AD e BD estdo nas
bissetrizes respectivas dos angulos CAB e CBA do triangulo
ABC, e EF, que contém D, é paralela a AB. Se AC = 12
e BC = 8, qual o perimetro do triangulo CEF?

C
M
A B
A) 16 D) 22
B) 18 E) 24
C) 20

Editora Bernoulli |

55




Msdulo 02

19.

20.

Se H é o ortocentro de um tridngulo isdsceles ABC de base
BC e BfiC = 50°, DETERMINE os 4ngulos do tridngulo.

(FUVEST-SP-2009) Na figura, B, C e D sdao pontos
distintos da circunferéncia de centro O, e o ponto A é
exterior a ela. Além disso,

I. A B,CeA, O, D sdo colineares;
II. AB = OB;

III. C6D mede a radianos.

A
Nessas condigbes, a medida de ABO, em radianos,
éigual a

o
A) ©-—=
) 4
o
B) m-—=
) 2
C)n_zﬁ
3
D)Tc—3—a
4
3o
E) n-=—
) 2

SECAO ENEM

01.

(Enem-2005) Quatro estagbes distribuidoras de energia
A, B, C e D estdo dispostas como vértices de um quadrado
de 40 km de lado. Deseja-se construir uma estagdo central
que seja ao mesmo tempo equidistante das estagdes
A e B e da estrada (reta) que liga as estagdes C e D.
A nova estagao deve ser localizada

A) no centro do quadrado.

B) na perpendicular a estrada que liga C e D passando
por seu ponto médio, a 15 km dessa estrada.

C) na perpendicular a estrada que liga C e D passando
por seu ponto médio, a 25 km dessa estrada.

D) no vértice de um tridngulo equilatero de base AB,
oposto a essa base.

E) no ponto médio da estrada que liga as estagGes A e B.

02.

(Enem-2010) Em canteiros de obras de construgdo civil
é comum perceber trabalhadores realizando medidas de
comprimento e de angulos e fazendo demarcagGes por
onde a obra deve comegar ou se erguer. Em um desses
canteiros foram feitas algumas marcas no chdo plano.
Foi possivel perceber que, das seis estacas colocadas,
trés eram vértices de um tridngulo reténgulo e as outras
trés eram os pontos médios dos lados desse tridngulo,
conforme pode ser visto na figura, em que as estacas
foram indicadas por letras.

B
M
p
Aé N C

A regido demarcada pelas estacas A, B, M e N deveria
ser calgada com concreto. Nessas condigOes, a area a ser
calgada corresponde

A) a mesma area do triangulo AMC.

B) a mesma area do tridangulo BNC.

C) a metade da area formada pelo triangulo ABC.
D) ao dobro da area do triangulo MNC.

E) ao triplo da area do triangulo MNC.

GABARITO

Fixacao
01. B 04. A
02. D 05. 58°
03. B
Propostos
01. D 11. A
02. C 12. 70°
03. D 13. 50°, 50° e 80° ou 50°, 65° e 65°
04. B 14. 10
05. B 15. 100°
06. C 16. C
07. C 17. C
08. D 18. C
09. A 19. 25°, 25° e 130°
10. B 20. C
Secao Enem
01. C 02. E
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Trigonometria no triangulo

retangulo

TRIANGULO RETANGULO

Triangulo retangulo é todo triangulo que tem um
angulo reto.

Na figura, BAC & reto. Costumamos dizer que o triangulo
ABC é retangulo em A.

B

A C

Em todo triangulo retangulo, os lados que formam o angulo
reto sdo denominados catetos, o lado oposto ao angulo
reto é chamado de hipotenusa, e os angulos agudos sdo
denominados complementares.

TEOREMA DE PITAGORAS

Em todo tridngulo retangulo, a soma dos

quadrados das medidas dos catetos € igual ao
quadrado da medida da hipotenusa.

Na figura, b e ¢ sdo as medidas dos catetos; e a, a medida
da hipotenusa. Dai, temos:

B/\
] a
C \
J L ‘I,C
A: b ‘
@ <F 0¥ = &P

01

A demonstracdo formal do Teorema de Pitagoras pode ser
feita a partir das relagbes métricas no tridngulo retangulo.
Oferecemos, aqui, apenas uma ideia de como se obter
tal resultado, utilizando um quadrado (de lado b + c),
subdividido em quatro triangulos retdngulos (de lados
a, b e ¢), e um quadrado menor (de lado a).

Somando as areas dos quatro triangulos retangulos e do
quadrado menor, obtemos a area do quadrado maior. Logo:

+at2=(b+c)=2bc+az=b>+2bc+c2=

I az="b?+c?

Aplicacoes

Vamos deduzir, num quadrado, a relagdo entre as
medidas d de uma diagonal e £ de um lado e, num tridngulo
equilatero, a relacdo entre as medidas h de uma altura e ¢
de um lado.

4,bc
2

Diagonal do quadrado

34— 4 —»3

~
|

1
| ‘
[ | Y
No triangulo BCD, pelo Teorema de Pitédgoras, temos:

D

A

f—

d2=0r”+ 02 =
dz =21 =

d=0/2
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Altura do triangulo equilatero 8 ¢
b G

4 Cy seno (sen) 2 a

d B

cosseno (cos) a a

b €

4 L = il

A tangente (tg) c b

Utilizando o quadrado e o triangulo equilatero, é possivel

8 o b construir uma tabela com os valores do seno, do cosseno e
A % H % B da tangente dos angulos 30°, 45° e 60°.
No triangulo HBC, pelo Teorema de Pitagoras, temos: a | 30° | 45° | 60°
2
L) e L 2 B
h +[2) =0 = o > ) >
h? =72 L cos a ¥3 V2 1
4 2 2 2
3 NE)
K="= N
4 tg o g 1 V3
he 3
2

RELACOES ENTRE SENO,

) ) COSSENO E TANGENTE
RELACOES TRIGONOMETRICAS L c

NUM TRIANGULO RETANGULO i

o>

i) Seno: Em todo tridngulo retdngulo, o seno de um
angulo agudo é a razdo entre a medida do cateto
oposto a esse angulo e a medida da hipotenusa. a b

ii) Cosseno: Em todo triangulo retangulo, o cosseno de
um angulo agudo é a razdo entre a medida do cateto
adjacente a esse angulo e a medida da hipotenusa.

VAY
iii) Tangente: Em todo triangulo retangulo, a tangente . B
de um angulo agudo é a razdo entre a medida do B A

cateto oposto a esse angulo e a medida do cateto
adjacente a esse angulo.

C
Num tridngulo ABC, retdangulo em A, vamos indicar por a a b
AN AN
B e C as medidas dos angulos internos, respectivamente, Dividindo sen g por cos /B\ obtemos:
, :
de vértices B e C.

- Portanto, a tangente de um angulo é o quociente entre o
seno e o cosseno desse angulo.
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Dividindo os membros de b? + ¢ = a2 por a?, temos:

2 2
b’+c? a2 b c
> = ey =|—|+|— =1
a a a a
- b A C A
Substituindo = = sen B, e a3 = cos B, obtemos:
a

‘ sen2§+coszﬁ=1

Portanto, a soma dos quadrados do seno e do cosseno
de um angulo é igual a 1.

) A A A A
Observamos ainda que sen B = cos C e sen C = cos B.

Portanto, o seno de um angulo agudo € igual ao cosseno
do complemento desse angulo, e vice-versa.

sen?a + cos? o =1

cos a = sen (90° - a)

sen o = cos (90° - a)

EXERCICIOS DE FIXACAO

01.

(UFJF-MG) Um topografo foi chamado para obter a altura
de um edificio. Para fazer isso, ele colocou um teodolito
(instrumento otico para medir angulos) a 200 metros do
edificio e mediu um éangulo de 30°, como indicado na
figura a seguir. Sabendo que a luneta do teodolito esta a
1,5 metro do solo, pode-se concluir que, entre os valores
a seguir, o que MELHOR aproxima a altura do edificio,
em metros, é

HH
HH H
HH H
alan

30° B ﬂ

A) 112 D) 20
B) 115 E) 124
C) 117

Use os valores:

sen 30° = 0,5 cos 30° = 0,866 tg 30° = 0,577

02. (UFMG) Nesta figura, E é o ponto médio do lado BC do
quadrado ABCD. A tangente do éngulo a. é

D C
20 E
A B
1
A) >
B) 1
C) 2
by B3
2

03. (UFV-MG-2006) Um passageiro em um avido avista duas
cidades A e B sob angulos de 15° e 30°, respectivamente,
conforme a figura a seguir.

Cidade A Cidade B
Se 0 avido estad a uma altitude de 3 km, a disténcia entre
as cidades A e B é
A) 7 km.
B) 5,5 km.
C) 6 km.
D) 6,5 km.

E) 5km.

04. (UFMG) Observe a figura.

60°
A B

Na figura anterior, o trapézio ABCD tem altura 2/§ e bases
AB = 4 e DC = 1. A medida do lado BC é

A) /14
B) /13
C) 4

D) /15
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05.

(UFOP-MG) Um observador vé um prédio segundo um
angulo a. Apés caminhar uma distédncia d em diregdo ao
prédio, ele passa a vé-lo segundo um éngulo B. Podemos

afirmar que a altura h do prédio é

ooo
000

o AP ]

—a—

d.tgo.tgp

A)
tgp-tg o

d.tg o.tg B

B)
tgo-tg B

d.tg a.tg B
tgp+tg o

D) d

EXERCICIOS PROPOSTOS

01.

(UFJF-MG) Ao aproximar-se de uma ilha, o capitdo de um
navio avistou uma montanha e decidiu medir a sua altura.
Ele mediu um angulo de 30° na diregdo do seu cume,
como indicado na figura. Depois de navegar mais 2 km
em diregdo a montanha, repetiu o procedimento, medindo
um novo angulo de 45°. Entdo, usando /3 = 1,73,
o valor que mais se aproxima da altura dessa montanha,
em quilémetros, é

A) 2,1

B) 2,2

C) 2,5

D) 2,7

E) 3,0

02.

03.

04.

05.

(UFMG) Observe a figura.
A

B
- 309 -
c D

Se a medida de EC é 80, o comprimento de BC é
A) 20 C) 8
B) 10 D) 5

(PUC Minas) A diagonal de um retdngulo mede 10 cm,
e os lados formam uma proporgdo com os nimeros 3 e 4.
O perimetro do retangulo, em cm, é de

A) 14
B) 16
C) 28
D) 34
E) 40

(CEFET-MG-2009) O projeto de um avido de brinquedo,
representado na figura a seguir, necessita de alguns
ajustes em relacdo a proporgdo entre os eixos AB e CD.
Para isso, deve-se calcular o angulo BAC do triangulo
A, BeC.

34,6 cm

Considerando que o avido € simétrico em relagdo ao
eixo CD e que /3 = 1,73, o valor de BAC é

A) 300 D) 750
B) 450 E) 900
C) 600

(UNESP-SP-2008) Dado o triangulo retangulo ABC, cujos
catetos sdo: AB = sen x e BC = cos x, os angulos em

A e Csdo
A)A=x e C= L
2
B) A= L e C=x
2
C) A=x e c="_x
2
D)A="_-xeC=x
2
E) A=x e C= X
4
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Trigonometria no triangulo retangulo

06.

07.

(UNESP-SP-2008) Dois edificios, X e Y, estdo um em 08.
frente ao outro, num terreno plano. Um observador, no
pé do edificio X (ponto P), mede um angulo a em relagédo
ao topo do edificio Y (ponto Q). Depois disso, no topo do
edificio X, num ponto R, de forma que RPTS formem um
retangulo e QT seja perpendicular a PT, esse observador

mede um angulo B em relagdo ao ponto Q no edificio Y.

Q
77777 RAB / g v h
10m | X
1 a
””” P T

(figura fora de escala)
Sabendo que a altura do edificio X ¢ 10 m e que
3tg a = 4 tg B, a altura h do edificio Y, em metros, é

A) 09.

B)
o)

D) 10.

E) 50

(PUC RS) De um ponto A, no solo, visam-se a base B e
o topo € de um bastdo colocado verticalmente no alto de
uma colina, sob angulos de 30° e 45°, respectivamente.
Se o0 bastdao mede 4 m de comprimento, a altura da colina,

em metros, é igual a

(PUC-SP-2008) Para representar as localizagdes de
pontos estratégicos de um acampamento em construgao,
foi usado um sistema de eixos cartesianos ortogonais,
conforme mostra a figura a seguir, em que os pontos Fe M
representam os locais onde serdo construidos os respectivos
dormitérios feminino e masculino e R, o refeitério.

(metros) y
N
300 M(30, 0)
R X (metros)

Se o escritério da coordenagdo do acampamento devera
ser equidistante dos dormitérios feminino e masculino e,
no sistema, sua representagdo é um ponto pertencente
ao eixo das abscissas, quantos metros ele distara do

refeitorio?
A) 10/3 c) 9/3 E) 8/3
B) 10 D) 9

(UFJF-MG) O valor de y = sen? 10° + sen? 20° +
sen? 30° + sen? 40° + sen? 50° + sen? 60° + sen? 70° +
sen? 80° + sen? 90° é
A) -1 B) 1 c) 2 D) 4 E) 5

(VUNESP-SP) A partir de um ponto, observa-se o topo de
um prédio sob um angulo de 30°. Caminhando 23 m em
direcdo ao prédio, atingimos outro ponto de onde se vé o
topo do prédio segundo um angulo de 60°. Desprezando

a altura do observador, a altura do prédio em metros é
A) entre 10 e 12. D) entre 18 e 19.
B) entre 12 e 15. E) maior que 19.

C) entre 15 e 18.

C
11. (UFOP-MG-2009)Uma ponte elevadica esta construida sobre
um rio cujo leito tem largura igual a 80 m, conforme ilustra
/'B a figura. A largura £ do vao entre as rampas dessa ponte,
Lot quando o angulo de elevagdo das rampas € de 30°, é
. 5 —
/ = Y
A
40 m 40 m
A) /3 300 300
B) 2 : 80 m !
c) 2/3 ‘ ‘
D) 2(/3 + 1) A) 50 - /3 c) 4(10 - 20/3)
E) 2(v/3 + 3) B) 4(20 - 10/3) D) 20(4 - /3)
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12. (PUC-SP)Um dos &ngulos de um tridngulo retdngulo é a.
Se tg o = 2,4, os lados desse triangulo sdo proporcionais a
A) 30, 40, 50
B) 80, 150, 170
C) 120, 350, 370
D) 50, 120, 130
E) 61, 60, 11

13. (FUVEST-SP-2008) Para se calcular a altura de uma torre,
utilizou-se o seguinte procedimento ilustrado na figura:
um aparelho (de altura desprezivel) foi colocado no solo,
a uma certa distancia da torre, e emitiu um raio em

diregdo ao ponto mais alto da torre. O angulo determinado

) . T ) .
entre o raio e o solo foi de o = 3 radianos. A seguir,

o aparelho foi deslocado 4 metros em diregdo a torre e o
angulo entdo obtido foi de B radianos, com tg B = 3/§.

E CORRETO afirmar que a altura da torre, em metros, é

A) 4/3 C) 6/3 E) 8/3
B) 5/3 D) 7/3

SECAO ENEM

01. (Enem-2006)

Na figura anterior, que representa o projeto de uma
escada de 5 degraus de mesma altura, o comprimento
total do corrimdo é igual a

A) 1,8 m.
B) 1,9 m.

C) 2,0 m.
D) 2,1 m.

E) 2,2 m.

02. (Enem-2010) Um baldo atmosférico, lancado em
Bauru (343 quilébmetros a noroeste de S&o Paulo), na
noite do Gltimo domingo, caiu nesta segunda-feira em
Cuiaba Paulista, na regido de Presidente Prudente,
assustando agricultores da regido. O artefato faz parte
do programa Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil,
Franca, Argentina, Inglaterra e Itdlia, para a medicdo do
comportamento da camada de 0z6nio, e sua descida se
deu apo6s o cumprimento do tempo previsto de medigdo.

Disponivel em: http://www.correiodobrasil.com.br.
Acesso em: 02 maio 2010.

Baldo

60° 300
1,8 Km A 3,7 Km B

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o baléo.
Uma estava a 1,8 km da posigdo vertical do baldo e o
avistou sob um angulo de 60°; a outra estava a 5,5 km
da posigao vertical do baldo, alinhada com a primeira,
e no mesmo sentido, conforme se vé na figura, e o avistou
sob um angulo de 30°. Qual a altura aproximada em que
se encontrava o baldo?

A) 1,8 km C) 3,1 km E) 5,5 km
B) 1,9 km D) 3,7 km
GABARITO
Fixacao
01. C 04. B
02. A 05. A
03. C
Propostos
01. D 08. B
02. B 09. E
03. C 10. E
04. A 11. B
05. D 12. D
06. D 13. C
07. D
Secao Enem
01. D 02. C
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Arcos e ciclo trigonomeétrico

ARCO DE CIRCUNFERENCIA

Dois pontos, A e B, de uma circunferéncia dividem-na em
duas partes denominadas arcos; A e B sdo as extremidades
de cada um desses arcos, que indicaremos por AB ou BA.

: B : B
AB BA

Se A coincide com B, temos um arco de uma volta e um
arco nulo.

arco de 1 volta arco nulo

Se A e B sdo as extremidades de um mesmo diametro,
temos um arco de meia-volta.

O: centro do circulo

AB: arco de meia-volta

ANGULO CENTRAL

Todo angulo coplanar com uma circunferéncia C, cujo
vértice é o centro de C, é denominado angulo central
relativo a C.

AB: arco correspondente ao angulo central

02

O arco de circunferéncia contido num angulo central é
chamado de arco correspondente a esse angulo.

Como a todo angulo central de C corresponde um
Unico arco de C contido nesse angulo, e a todo arco de C
corresponde um Unico angulo central de C, a medida de um
angulo central, relativo a uma circunferéncia, e a medida do
arco correspondente, numa mesma unidade, sao iguais.

m(ADB) = m(AB)

MEDIDAS DE ANGULOS
E ARCOS

Medida em graus

Dividindo-se uma circunferéncia em 360 partes congruentes
entre si, cada um desses arcos € um arco de um grau (1°).

Dividindo-se um arco de 1° em 60 partes congruentes
entre si, cada um desses arcos mede um minuto (1’).

Dividindo-se um arco de 1’em 60 partes congruentes entre si,
cada um desses arcos mede um segundo (1”).

Portanto, 1° = 60’ e 1’ = 60".

Para um arco de circunferéncia com medida a graus,
b minutos e ¢ segundos, escrevemos a°b’c”.

Radiano

Arco de 1 radiano (rad) é o arco cujo comprimento € igual
a medida do raio da circunferéncia que o contém.

<< arco 1 rad
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Um modo de definirmos o angulo de 1 radiano é
caracterizando-o como o angulo correspondente a um arco
de comprimento igual ao do seu raio.

Indicando por a a medida, em radianos, de um arco de
comprimento ¢ contido numa circunferéncia de raio r, temos:

E importante observar que a medida de um angulo,
em radianos, s é igual ao comprimento de seu arco se
r=1.

As medidas de arcos de circunferéncias em graus e em

radianos sdo diretamente proporcionais:

360° 180°
27 b

Esse fato nos possibilita obter uma forma de conversao
de unidades através de uma regra de trés simples:

medida em graus medida em radianos

Arco orientado

Em Trigonometria, adotamos o sentido anti-horario de
percurso como o positivo e o sentido horario de percurso
como o0 negativo.

@

VS

Todo arco de circunferéncia ndo nulo no qual adotamos um
sentido de percurso € chamado de arco orientado.

Exemplos

1°) B 20)

*\@ 2 \@

6} o}

19) O: centro do circulo

Arco orientado AB tem medida g rad ou 90°

29) O: centro do circulo

Arco orientado BA tem medida —g rad ou -90°

Ciclo trigonométrico

1\®

(6] A X

Toda circunferéncia orientada, de centro O e raio
unitario, na qual escolhemos um ponto origem dos arcos,
é denominada circunferéncia trigonométrica ou ciclo
trigonométrico. Adotaremos como origem dos arcos o
ponto A de intersecdo do ciclo com o semieixo positivo
das abscissas Ox.

No ciclo trigonométrico, a medida absoluta e, em radianos,

de um arco e o comprimento ¢ desse arco sdo iguais, pois
!

a=—-er=1.
r
Logo, podemos associar cada numero real a um
Unico ponto P do ciclo trigonométrico com o seguinte
procedimento:

Se a = 0, tomamos P = A.
Se a > 0, percorremos o ciclo no sentido anti-horario.

Se a < 0, percorremos o ciclo no sentido horario.

P
m(AP) = a < 0

m(AP) = a > 0

O ponto P é a imagem de a no ciclo trigonométrico.

m(AP) = 0
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Convencoes

i) O sistema de coordenadas xOy divide a circunferéncia
trigonométrica em quatro quadrantes:

y

20Q| 1.0Q

A O A X
3.0Q| 4.0Q

ii) Sera omitido o simbolo rad nos arcos trigonométricos
em radianos.

iif) Como todo arco trigonométrico tem como extremidade
um mesmo ponto, denotaremos o arco apenas pelo
outro ponto.

Exemplos
19°) Partindo de A e percorrendo, no sentido anti-horario,

i i b
um arco de comprimento o obtemos o arco de T
I
5

A

29) Partindo de A e percorrendo, no sentido horario, um
arco de comprimento 2, obtemos o arco -2.

-2

Obtemos, assim, o ciclo trigonométrico em radianos

€ em graus.

30°

330°
315°

0° = 360°

ARCOS CONGRUOS

Consideremos P imagem de um arco de 30° no ciclo
trigonométrico.

900
)
300
180° 5 30° g0 = 360°
270°

No sentido anti-horario, dando 1, 2, 3, ... voltas
completas, obtemos os arcos de 30° + 1.360° = 390°,
30° + 2.360° = 750°; 30° + 3.360° = 1 110°, ..., todos

associados a P.

Também no sentido horario, dando 1, 2, 3, ... voltas
completas, obtemos os arcos de 30° - 1.360° = -330°,
30° - 2.360° = -690°; 30° - 3.360° = -1 050°, ..., todos

associados a P.

Logo, podemos associar ao ponto P infinitos arcos de
medida positiva, bem como infinitos arcos de medida
negativa. Tais arcos podem ser representados por:

30° + k.360°; k € Z ou, em radianos, g + k.2n;, ke Z

Como o0s arcos tém a mesma origem, A, e a mesma
imagem, P, dizemos que eles sdo cdngruos entre si ou,
simplesmente, congruos.

As medidas dos arcos congruos a um arco de medida a.
sdo dadas por:

o + k.2n; k € Z ou, em graus, a + k.360°; k € Z

Se 0 <a < 2r (ou 0° < a < 3609), o arco de medida a
é a determinacdo principal ou a 12 determinacédo
ndo negativa desses arcos congruos entre si.

Notemos que a diferencga entre as medidas de dois arcos
cobngruos entre si é igual ao produto de um numero inteiro
por 2n (ou € multiplo de 360°), isto €, sempre equivale a
um numero inteiro de voltas completas.

Exemplos

19) Os arcos de medidas z—zn e —% sdo cOngruos entre

si, pois: 27T | 13T 271 131 _ g _ 4 2r
5 5 5 5
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27w

6n

29) Os arcos de medidas — e - ndo sdo congruos

entre si, pois 2%7% = 3n (ndo é um produto de

um inteiro por 2m).

39°)

Os arcos de medidas 1 110° e 390° sdo congruos

entre si, pois: 1 110° - 390° = 720° = 2.360°

40)
entre si, pois -30° -
de 360°).

SIMETRIAS

320°

Os arcos de medidas —30° e 320° ndo sdo céngruos

= -350° (ndo é multiplo

Consideremos o ponto P, associado a medida 30°, no ciclo

trigonométrico.

P, (30°)

A X

Pelo ponto P, tragando trés retas, uma delas perpendicular
ao eixo das ordenadas, outra que passa pela origem do
sistema, e a terceira perpendicular ao eixo das abscissas,
obtemos os pontos P,, P, e P,, respectivamente.

Y

s

P, (30°)

S

/Ax
P

4

Os pontos P,, P, e P, sdo chamados de simétricos
(ou correspondentes) do ponto P, nos diversos quadrantes.
E suas medidas x (0° < x < 360°) sdo:

P,) 180° - 30° = 150°

(180° - 30°) P,

.| 30°

P, (30°)

300 -

A X

Analogamente, temos:

P,) 180° + 30° = 210°

~

P, (30°)
30° |-
30° (0] A X
(180° + 30°) P,
P,) 360° - 30° = 330°
P, (30°)
30°
30° [*| A x

P, (360° - 30°)

Temos, entado:

ARy

N

(180° - 30°) P

P, (30°)

0 /A X
P, (360° - 30°)

|

2

X
.
o

(180° + 30°) P,

Generalizando, temos:

i) Sendo o uma medida em graus:

y
(180° - o) Pz/;
[ |

0 /A X
P, (360° - q)

!

if) Sendo o uma medida em radianos:

P, (a)

(180° + o) P,

y

-
(O

0 /A X
P, (2n - a)

(n-a)P P, (a)

(m+ a) P,
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EXERCICIOS DE FIXACAO

01.

02.

03.

04.

05.

(Unimontes-MG-2007) Quando os ponteiros de um
reldgio marcam 1h50min, qual a medida do angulo central
formado por eles?

A) 120° B) 115° C) 110° D) 95°
(FUVEST-SP) O perimetro de um setor circular de raio R
e angulo central medindo a radianos é igual ao perimetro
de um quadrado de lado R. Entdo, a € igual a

2n

T o) 1 D) £ E
) ) 3 )

A) = B) 2
) 3 )

Y

2
(UFSCar-SP) Se o ponteiro dos minutos de um reldgio
mede 12 centimetros, o nimero que MELHOR aproxima a
distancia em centimetros percorrida por sua extremidade
em 20 minutos é (Considere n = 3,14)

A) 37,7 cm. D) 12 cm.
B) 25,1 cm. E) 3,14 cm.
C) 20 cm.

(FUVEST-SP) Um arco de circunferéncia mede 300° e seu
comprimento é 2 km. Qual o nimero inteiro mais proximo
da medida do raio, em metros?

A) 157 B) 284 C) 382 D) 628 E) 764
(PUC Minas) Um angulo central de uma circunferéncia de
raio 5 centimetros intercepta um arco de circunferéncia de
24 centimetros de comprimento. A medida desse angulo,

em graus, €

ny 757 D) 864
T T
983
By 786 g 283
T T
) 805
T

EXERCIiCIOS PROPOSTOS

01.

02.

(FUVEST-SP) Considere um arco AE de 110° numa
circunferéncia de raio 10 cm. Considere, a seguir, um arco
K'_B\' de 60° numa circunferéncia de raio 5 cm. Dividindo-se
o comprimento do arco ATB pelo do arco K'_B\' (ambos

medidos em cm), obtém-se

11 11

A) = B2 O — D) 22
6 3

3

E) 11

(UFRGS-RS) As rodas traseiras de um veiculo tém
4,25 metros de circunferéncia cada uma. Enquanto as rodas
dianteiras dao 15 voltas, as traseiras ddo somente 12 voltas.
A circunferéncia de cada roda dianteira mede

A) 2,125 metros. C) 3,4 metros.

B) 2,25 metros. D) 3,75 metros.

03.

04.

05.

06.

(PUC-SP) Na figura, tém-se 3 circunferéncias de centros
A, B e C, tangentes duas a duas. As retas QC e PT sdo
perpendiculares. Sendo 4 m o raio da circunferéncia maior,
quantos metros devemos percorrer para ir de P a Q,
seguindo as flechas?
A) 2n

B) 3=n

C) 4n

D) 6x

E) 12n

(UFSJ-MG) Na figura a seguir, esté representado um arco
circular de espessura desprezivel, em repouso, de 1 m de
raio, sendo o didmetro AB perpendicular ao diametro CDe
A o ponto de contato do aro com a superficie lisa e reta.

B
!
A

Considerando = = 3,14, é CORRETO afirmar que, se o
aro rolar, sem deslizar, ininterruptamente, para a direita,
parando depois de 21,98 m, entdo a figura correspondente
nesse momento € a que esta na alternativa

A) A C) C

B D
B) B D) D

A C
(PUC Minas) Ao projetar prédios muito altos, os engenheiros
devem ter em mente o movimento de oscilagdo, que é
tipico de estruturas de arranha-céus. Se o ponto mais

alto de um edificio de 400 m descreve um arco de 0,5°,
a medida do arco descrito por esse ponto, em metros, é

10n
A D) —
) n ) 5
3n 1in
B % T
4n
C) 3

(UFRGS-RS) Os ponteiros de um relégio marcam duas horas
e vinte minutos. O MENOR &ngulo entre os ponteiros é

A) 45° B) 50° C) 55° D) 60° E) 65°
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07. (PUC-SP)Jodo e Maria costumavam namorar atravessando
um caminho reto que passava pelo centro de um canteiro
circular, cujo raio mede 5 m. Veja a figura 1.

canteiro

caminho do passeio,

canteiro

Figura 1

Certo dia, apés uma desavenca que tiveram no ponto de
partida P, partiram emburrados, e, ao mesmo tempo, para
o ponto de chegada C. Maria caminhou pelo didametro do
canteiro e Jodo andou ao longo do caminho que margeava
o canteiro (sobre o circulo), cuidando para estar sempre a
“mesma altura” de Maria, isto €, de modo que a reta m,
formada por Maria e Jodo, ficasse sempre perpendicular
ao didametro do canteiro. Veja a figura 2.
]

Figura 2

Quando a medida do segmento PM, percorrido por Maria,
foriguala7,5=5+ g metros, o comprimento do arco de

circunferéncia PJ, percorrido por Jodo, sera igual a

A) [lonjm D) [Zn]m
3 3

B) 2z m.

o (5

08. (UFOP-MG) Um ciclista de uma prova de resisténcia deve
percorrer 500 km em torno de uma pista circular de raio
200 m. O nimero aproximado de voltas que ele deve dar é
A) 100 B) 200 C) 300 D) 400 E) 500

09. (UniBH-MG) Considerando = = 3,14, o nUmero de
voltas completas que uma roda de raio igual a 40 cm,
incluindo o pneu, dara para que o automdvel se desloque
1 quilémetro sera de
A) 290 B) 398

C) 2000 D) 3980

10. (UFC-CE)Um relégio marca que faltam 15 minutos para as
duas horas. Entdo, o MENOR dos dois éangulos formados
pelos ponteiros das horas e dos minutos mede
A) 142°30' C) 157°30’ E) 127°30°
B) 150° D) 135°

11. (UFPA) Quantos radianos percorre o ponteiro dos minutos
de um reldgio em 50 minutos?

16n 5n

A) 9 B) 3

3
D)y r g

4n
93 2 3

12. (UFMG) A medida, em graus, de um angulo que mede

4,5rad é

4,5 810
A) — Q) = E) 810n
B) 4,51 D) 810

13. (PUCRS)Em uma circunferéncia de 5 cm de raio, marca-se
um arco de 8 cm de comprimento. Em radianos, esse
arco vale

A) 5n B) 8=n C) 8 D)

SECAO ENEM

01. (Enem-2004) Nos X-Games Brasil, em maio de 2004,
o skatista brasileiro Sandro Dias, apelidado “Mineirinho”,
conseguiu realizar a manobra denominada “900”,
na modalidade skate vertical, tornando-se o segundo atleta
no mundo a conseguir esse feito. A denominagdo “900”
refere-se ao nimero de graus que o atleta gira no ar em
torno de seu préprio corpo, que, no caso, corresponde a
A) uma volta completa. D) duas voltas e meia.
B) uma volta e meia. E) cinco voltas completas.
C) duas voltas completas.

8n
E) 5

ul| o

02. (Enem-2009) Considere um ponto P em uma circunferéncia
de raio r no plano cartesiano. Seja Q a projegao ortogonal
de P sobre o eixo x, como mostra a figura, e suponha que
o ponto P percorra, no sentido anti-horario, uma distancia
d < r sobre a circunferéncia.

Y

9] Q X
Entdo, o ponto Q percorrera, no eixo x, uma distancia

dada por
A) r(l—seng} D) rsen[LJ.
r d
E) rcos(i].
d

B) r(l—cos E]
r

C) r(l—tg Q]
r

GABARITO

Fixacao
01. B 02. B 03. B 04. C 05. D
Propostos

01. C 04. A 07. A 10.
02. C 05. D 08. 11.
03. D 06. B 09. B 12.

Secao Enem
01. D 02. B

13. D

lw)
0w >
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MATEMATICA ...

Funcoes seno e cosseno

FUNCAO PERIODICA

Uma fungdo y = f(x) é periddica, de periodo p, se existe
p e R, p >0, tal que f(x + p) = f(x), para todo x pertencente
ao dominio da fungéo.

FUNCAO SENO

No ciclo trigonométrico a seguir, a € a medida do angulo
A
AOP, e o triangulo OP P é retangulo.

Y

o[

Utilizando a definigdo de seno para angulos agudos num
triangulo retéangulo, podemos escrever:

sena = %, em que OP = 1, e P,P é a ordenada de P, ou seja:

sen o = ordenada de P

A funcdo seno é a fungdo, de R em R, que para todo
nuimero a, associa a ordenada do ponto P (imagem de a no
ciclo trigonométrico).

sen: R - R: a — sen a = OP,

C(-1, 0)

D(0, -1)

03

Dizemos também que OP, € o seno de AOP ou de AP.

sen A6P = sen AP = OP,

O eixo Oy passa a ser denominado, entdo, como eixo
dos senos.

GRAFICO DA FUNCAO SENO
(SENOIDE)

A imagem da funcdo seno é o intervalo [-1, 1], isto &,
-1 <sen x <1, para todo x real.

A fungdo seno é periddica, e seu periodo é 2. I

SINAL

Vamos analisar o sinal de sen o quando P (imagem de a
no ciclo trigonométrico) pertence a cada um dos quadrantes.
Eixo dos senos:

sen
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VALORES NOTAVEIS

sen

ala

—
0‘|5‘ ola (o=

sen

EEREE!

sen

SENOS DE ARCOS CONGRUOS

Qualquer que seja o numero real a, 0os arcos de medida a
e a + 2kn, k € Z, tém a mesma origem A e a mesma
extremidade P. Logo:

sen (o + 2kn) =sena, k € Z

Exemplos
19) sen 750° = sen 390° = sen 30° = %
29) A determinacgdo principal do arco de medida % rad
51 < 29n 5t _ 3
mede — rad. Entdo, sen —=— =sen — = ——.
3 3 3 2

FUNCAO COSSENO

No ciclo trigonométrico a seguir, a é a medida do angulo
A
agudo AOP, e o triangulo OP,P é retangulo.
Yy

c(-1, 0)

D(0, -1)

Utilizando a definicdo de cosseno para angulos agudos
num triangulo retangulo, podemos escrever:

cos a:%, em que OP = 1, e OP, é a abscissa de P, ou seja:

I cos o = abscissa de P

A funcdo cosseno é a funcdo, de R em R, que para todo
numero o associa a abscissa do ponto P (imagem de a no
circulo trigonométrico).

cos: R — R: o — cos o = OP,
Y

C(-1,0)

D(0, -1)
Dizemos, também, que OP, é o cosseno de AOP ou de
A_ﬁ, e indicamos:

| cos AOP = cos AP = OP, |

O eixo Ox passa a ser denominado, entdo, como eixo dos
COSsenos.

GRAFICO DA FUNCAO COSSENO

(COSSENOIDE])
‘/2_§ y

A imagem da fungdo cosseno é o intervalo [-1, 1], isto &,
-1 < cos x < 1, para todo x real.

| A fungdo cosseno € periddica, e seu periodo é 2. |
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Funcoes seno e cosseno

Sl NAL Exemplos

19) cos 8t = cos 6n=cos4n =cos 2n =cos 0 =1
Vamos analisar o sinal de cos o quando P (imagem de a ho

ciclo trigonométrico) pertence a cada um dos quadrantes. 29) A determinacgdo principal do arco de medida z—gn rad

mede 2—; rad. Entdo, cos 23ﬂ = cos 2n _ —l.

K 3 2
— = PERIODO DE FUNCOES

/ ENVOLVENDO SENO E COSSENO

Sabendo-se que as fungBes seno e cosseno sdo periddicas,
e seu periodo é 2r, podemos calcular o periodo p das
seguintes fungdes:

i) f(x)=sen(mx+n):p=‘2l‘,m¢0
m

ii) f(x)=cos(mx+n)=p=2% m=0
cos [m |

Demonstracao:

i) Sejaf(x) =sen (mx + n), m=0.

Como o periodo da funcdo sen x é igual a 2n, obtemos
um periodo de f(x) quando o arco (mx + n) variar,
por exemplo, de 0 a 2x.

cos

Assim:
n
mx+n=0=>x=—-—
m
2 n
mx+n=2n=>x=22-1
m
Como o periodo p € positivo, temos:
2t n n 2n
p=lax| =T -Z-(-= \——
m m m)| |m]|
cos

ii) A demonstragdo é analoga.

Exemplos

19) f(x) = sen 2x

2n
m=2:>p=7:>p=n

COSSENOS DE ARCOS CONGRUOS

Qualquer que seja o numero real a, os arcos de medidas o 1

e a + 2kn, kK € Z, ttm a mesma origem A e a mesma /\ /
extremidade P. Logo:
0 T bis 3 2n X
2 2
cos (o + 2kn) = cos a, k € Z I

Editora Bernoulli | 71




Msdulo 03

20) f(x) = cos g

m = L =>p= 2n =p=4n
> p i p
2
y
IR e e ‘
\ ) /
(0] ﬂ\/37{ 4n X
PN N |

RELACAO FUNDAMENTAL
ENTRE SENO E COSSENO

Utilizando as razdes trigonométricas num triangulo
retangulo, ja haviamos deduzido que:

sen? o + cos?a = 1

Tal relagdo é conhecida como a Relagdo Fundamental da
Trigonometria, e pode ser demonstrada facilmente no ciclo
trigonométrico.

N T .
Tomemos um anguloa talque 0 < a < 5 (os demais casos

sdo demonstrados de maneira andloga).

y

Assim, temos: P,P = OP, = sen a, OP, =cosa e OP =1
Pelo Teorema de Pitagoras, temos:

(P,P)? + (OP,)? = (OP)? = sen? a. + cos? a = 1

EXERCICIOS RESOLVIDOS

01. Darodominio, o conjunto imagem e esbogar o gréafico de
y =1+ sen x.
Resolugao:
Dominio: D = R
Conjunto imagem:

-1<senx<1=>0<1+senx=<2=1Im-=][0, 2]

y=1+senx

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

m+3
02. Determinar m de modo que se tenha cos x = .

Resolugéo:
Como -1 <cos x <1, tem-se:

m+3

-1< <le-2<m+3<2&-55sm=s-1

EXERCICIOS DE FIXACAO

01. (VUNESP-SP) Uma maéaquina produz diariamente
x dezenas de certo tipo de pecas. Sabe-se que o
custo de producdao C(x) e o valor de venda V(x) sdo
dados, aproximadamente, em milhares de reais,
respectivamente, pelas fungdes:

C(x) =2 - cos(%)e V(x) = 3/2 sen(%} 0<x<6

O lucro, em reais, obtido na produgao de 3 dezenas de

pegas é
A) 500 C) 1000 E) 3000
B) 750 D) 2 000
02. (PUC Minas) Se cos a. = —% e a € um angulo do terceiro
quadrante, entdo o valor de sen o é igual a
1

py VI8 T . IS

4 4 4
o B

03. (UFES) O periodo e a imagem da fungdo

f(x) =5 - 3 cos (X—_z], x € R, sdo, respectivamente,
T

A) 2n e [-1, 1]

B) 21 e [2, 8]
C) 2n? e [2, 8]

D) 2n e [-3, 3]
E) 2n2e [-3, 3]

04. (UFU-MG) Se f é a fungdo real dada por f(x) = 2 - cos (4x),
entdo é CORRETO afirmar que

A) o grafico de f intercepta o eixo dos x.
B) f(x) < 3 ef(x) =1, para todo x € R.
C) f(x) < 2 para todo x € R.

D) f(x) < 0.

E) f(x) 2 g para todo x € R.
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05. (VUNESP-SP) Observe o grafico. 04. (UFES) Qual das equagdes representa a fungdo
y trigonométrica cujo gréafico estd na figura a seguir?

Sabendo-se que ele representa uma funcdo trigonométrica,

a fungdo y(x) é A) y =2senx D) y = 2 sen 2x
A) -2 cos 3x D) 3 sen 2x B) y=sen§ E) y=25en5

B) -2 sen 3x E) 3 cos 2x 2 2

C) 2 cos 3x C) y =sen2x

05. (Unimontes-MG-2008) Considere a fungdo f: R — R dada

EXERCiCIOS PRO POSTOS por f(0) = cos(%_e} Assim, podemos afirmar que

01. (FIP-MG-2010) Observe a seguinte figura que lembra um
dos mais bonitos cartdes postais de Belo Horizonte. A) f(2m) - f(0) = V3 C) f(2m) - £(0) = —

3
B) f(2n) - f(0) = 0 D) f(2n) - f(0) = —g

06. (Mackenzie-SP) A fungdo real definida por f(x) = k.cos (px),
k > 0ep>0,tem periodo 7n e conjunto imagem [-7, 7].

«~—15,70 m—» Ent&o, kp vale
Parece que o arquiteto Oscar Niemeyer se inspirou no A7 0 2 E) 14
arco de uma senoide para fazer a fachada da Igreja da B) 7 D) 2
Pampulha. Se assim foi, das fungdes a seguir, a que mais 2 7
se aproxima da funcao que o inspirou € 07. (UFPel-RS) O conjunto imagem da funcgdo f: R — R,
A) f0O = 12 sen (5x)  €) f(x) = 12 sen (15,70x} definida por f(x) = 2 sen (x) - 3, é o intervalo
m A) [-1,1] D) [-1, 5]
B) [-5,5 E) [-5, -1
B) f(x) = 12sen|X| D) f(x) = sen | 127%% ) 5,5 ) e
5 12 C) [-5,1]
02. (FUVEST-SP) A figura a seguir mostra parte do gréfico da 08. (FUVEST-SP) O MENOR valor de 3 cos x’ oM xreal, é
fungao
MLl i ol pi1 E) 3
y 6 4 2
2 ) 3 3n
09. (Unimontes-MG-2008) Dado sen x = — T en<x<>,
2n 4n 2V3 2
OJ \/ X ovalordey = (1 + cos x)(1 - cos x) é
-2 3 3 3 3
A) -= B) = C) += D) =
) 7 ) 7 ) 7 ) >
A) sen x D) 2 sen 2x
B) 2 sen (g) E) sen 2x 10. (Cesgranrio) Seja f: [0, 2n] — R definida por:
2
C) 2senx f(x) = -3 cos (x—?n)
03. (Cesgranrio) Se sen (x) - cos (x) = %, o valor de O valor de x que torna f(x)sméximo ¢
T
sen (x) cos (x) é igual a A) 0O D) 3
3 3 3 3
A) —-— C) = E) = i el
T ) 3 ) 3 B) 3 B) 3
3 3 4n
B) —-= D) = c) —
) -5 ) 2 ) 3
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11. (UFES) Considere que V(t), o volume de ar nos pulmdes
de um ser humano adulto, em litros, varia de, no minimo,
2 litros a, no maximo, 4 litros, sendo t a variavel tempo,
em segundos. Entre as fungdes a seguir, a que MELHOR
descreve V(t) é

A) 2+ 2.sen(
B) 4 + 2.sen(
C) 5+ 3.sen(
D) 1+ 3.sen (ft
E) 3+ Tt
) sen(3 )

12. (UEL-PR) Seja x a medida de um arco em radianos.

O numero real a, que satisfaz as sentencas sen x = —/3-a

a-2
e Ccos X = 5 ¢é tal que

A) a>7
B) 5<a<7
C) 3<a<5
D) 0<a<3
E) a<o0

13. (UFIF-MG) A figura a seguir mostra, no plano cartesiano,
uma circunferéncia centrada na origem, de raioigual a 1,
passando pelos pontos B e C. Nessa figura, os pontos O,
C e D sdo colineares, os segmentos de retas AC e BD
sdo paralelos ao eixo y e 8 é o angulo que o segmento
de reta OD faz com o €ixo X.

Y

Com respeito a essa figura, € CORRETO afirmar que
A) OA=senb

B) OC = cos 6
AC
BD = ——
© OA
AC OD
D) o~ o8

E) OB? + BD? = 1

SECAO ENEM

01. (Enem-2010)Um satélite de telecomunicacdes, t minutos
apds ter atingido sua drbita, estd a r quildmetros de
distédncia do centro da Terra. Quando r assume seus
valores maximo e minimo, diz-se que o satélite atingiu o
apogeu e o perigeu, respectivamente. Suponha que, para
esse satélite, o valor de r em funcdo de t seja dado por:

5865
" 1+0,15.cos (0,06.t)

r(t)

Um cientista monitora o movimento desse satélite para
controlar o seu afastamento do centro da Terra. Para isso,
ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apogeu
e no perigeu, representada por S. O cientista deveria
concluir que, periodicamente, S atinge o valor de

A) 12 765 km. D) 10 965 km.
B) 12 000 km. E) 5865 km.
C) 11 730 km.

02. As vendas de uma certa empresa sdo muito oscilantes,
devido a sazonalidade do produto que fabrica. O calculo
do niimero de produtos vendidos pode ser fornecido pela
seguinte fungdo, cujos valores sdo expressos em milhares
de reais:

V(t) = 250 - 50.sen (%t), em que t representa cada

més do ano;

(t = 1: janeiro; t = 2: fevereiro, e assim por diante).
Com base nessas informagdes, as vendas da empresa sao
A) maiores nos meses de janeiro, maio e setembro.

B) maiores nos meses de fevereiro, abril, junho, agosto,
outubro e dezembro.

C) maiores nos meses de margo, julho e novembro.

D) menores nos meses de fevereiro, abril, junho, agosto,
outubro e dezembro.

E) nulas nos meses de fevereiro, abril, junho, agosto,
outubro e dezembro.

GABARITO
Fixacao
01. C 02. A 03. C 04. B 05. B

Propostos

01. B 04. A 07. E 10. D 138, €©
02. B 05. B 08. B 11. E
03. C 06. C 09. B 12. D

Secao Enem
01. B 02. C
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Funcoes tangente, cotangente, 04
secante e cossecante

FUNCAO TANGENTE Grafico

Pela origem A dos arcos, consideremos o eixo AT paralelo

a Oy, passando por A. 0 n n 3n )
- - - - T — Y
Temos que a é a medida do angulo agudo A6P, eo 6 4 3 2 2
triangulo OAT é retangulo. \/_
Y180, 1) 0 ?3 1 |3 Ao || o
1
P A
C(-1,0) e 1A, 0) ;e | | | |
0 X 1 1 1 1 1
CY3 /3 / 1 1 1
BT s s s
e AR | | L
B(0, -1) T g nnx = & ! 21 x
. N A 2 643 12 : : :
Portanto, utilizando a definicao de tangente para angulos : : : : :
agudos num tridngulo retdngulo, podemos escrever 1 1 1 ; ;
tga= g—;, em que OA = 1, e AT é a ordenada de T, ou seja:
tg o = ordenada de T A imagem da funcdo tangente é R.

A fungdo tangente é a fungdo de R - {g+kn,ke Z} emR, A fungdo tangente é periddica, e seu periodo é .

que para todo nimero a associa a ordenada do ponto T,

intersecdo de AT com OP (em que P é a imagem de & no OBSERVAGAO
ciclo trigonométrico).

T - T
tg:R_{E+kn,keZ}ﬁR 00 = tg (mx + 1) = p = (5, m # 0
oa—tga=AT

y

20, 1) Sinal

P ’A:T
Vamos estudar o sinal de tg a quando P (imagem de a no
C(-1, 0) ] ,/\’a o A(1, 0) ciclo trigonométrico) pertence a cada um dos quadrantes.
(0} X
tg
D(0, -1)

Dizemos, também, que AT é a tangente de A6P ou de AP.

l tg AOP = tg AP = AT

O eixo AT passa a ser denominado, entdo, eixo das
tangentes.
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Modulo 04

Valores notaveis

w

-
Ny

TANGENTES DE ARCOS
CONGRUOS

Qualquer que seja o nimero real a, os arcos de medidas a.
e a + 2kn, k € Z, tém a mesma origem A e a mesma
extremidade P. Logo:

tg (o + 2kn), = tg a, o € D(tg), k € Z

Exemplos
19°) tg 1 080° = tg 720° = tg 360° = tg 0° = 0

29) A determinacgdo principal do arco de medida 3—?” rad

mede ? rad. Entdo: tg 3—?“ = tg % =-/3

RELACAO ENTRE TANGENTE,
SENO E COSSENO

Qualquer que seja a. € D(tg), se a # kr, k € Z, existem os
triangulos retangulos OAT e OP P semelhantes. Logo:

tg

/kT T
; P
1 [tg al
i \lsen of
Z A [-]
o A O)cos o P © 1 A
D
AT OA  |tgal 1 |sen a
- = = ﬂ‘tga‘:
PP OP |sena| |cosal | cos

A analise dos sinais de tg o, sen a e cos o e o estudo dos
casos particulares nos permite concluir que:

sen o
COSs o

tg o = ,a¢E+kn,keZ

OUTRAS FUNCOES
TRIGONOMETRICAS

Funcao cotangente

Definiremos a fungdo cotangente utilizando as fungdes
seno e cosseno da seguinte forma:

COos o

cotg a = ,oa*kn, keZ

sen o

Como consequéncia imediata, temos:

krn

1
cotga=—,a% —,keZ
tga 2

Grafico

cotg x

NN
Vi

A imagem da fungdo cotangente é R.

A fungdo cotangente é periddica, e seu periodo é m.

OBSERVACAQO

, m=0

f(x) = cotg (mx + n) = p =‘L
m
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Funcoes tangente, cotangente, secante e cossecante

Funcao secante RELACAO ENTRE
| Deﬁni_retmofsafu?géo secante utilizando a funcdo cosseno, SECANTE E TANGENTE
T E ENTRE COSSECANTE

1 b
sec o = ,o#— +kn, kelZ
cosa’ 2 E COTANGENTE
Grafico o
Dividindo os membros de cos? a + sen? o = 1 por cos? a,
sec x
: : : : sendo cos a # 0, temos:
1 1 1 1 > )
cos"a+seno 1 —1+1tg?a=sea
: 1 ; ; cos?a cos’a
: 1 : : :
‘% _T % 32—n % X 1+tgzot=seczoc,(x¢§+kn,keZ
Analogamente, dividindo por sen? o, sendo sen o = 0,
1 1 1 | temos:

A imagem da fungdo secante é R - (-1, 1).

2 - 2
A fungdo secante é periddica, e seu periodo é 2. L ol @ = eassee o, o sl bos 2

OBSERVAGAO

T im0 REDUCAO AO 1° QUADRANTE

f(x)=sec(mx+n):p=‘2—
m

Consideremos os pontos P, P,, P, e P, simétricos no ciclo

Fung:ao cossecante trigonométrico.
Definiremos a funcao cossecante utilizando a funcdo seno,
da seguinte forma: . B(0, 1)
P,(cos (n - x),
cossec o = ! ,a#kn, keZ sen (n = X)) [ ) P, (cos x, sen x)
o 1 =
! I
Grafico ; c
‘ cossec X ‘ ‘ ‘ C(-1,0) icos (n - x) F €os X j A(1, 0)
1 1 1 | [“icos (n + X) .’ |~cos (rn - ) X
‘ | ; ‘ ‘ R 1
1 1 1 1 | ! 1
| | | | T x\ | HIS |
: ir : : : ! c|c 1
1 1 1 1 1 [ORN) !
' ' ' ' wnlun !
: : : : Py(cos (m + x), N 15 P,(cos (2 - x),
T o I 12n LoX sen (n + X)) _, sen 2z - x))
3 l 3 3 3 D(0, -1)
Se P, determina um arco de medida x, 0 < x < g, entao

P,, P, e P, determinam, respectivamente, arcos de medidas
T-X, T+ Xe2dn-X.

A imagem da fungdo cossecante é R - (-1, 1).

A fungdo cossecante é periddica, e seu periodo é 2.

Pelas definigdes de seno e de cosseno, temos:

OBSERVACAO P,(cos x, sen x);
P,(cos (n - x), sen (n - X));

P,(cos (n + x), sen (n + X)) e

f(x) = cossec (mx + n) = p = ﬂ, m = 0
\m P,(cos (2m - x), sen (2n - x)).
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Aplicando as simetrias das coordenadas, obtemos:

Pontos |

Abscissas Ordenadas
P, eP, |cos (m-x)=-cosx sen (m — X) = sen X
P,eP, [cos(m+x)=-cosx |[sen(nm+ X)=-senx
P,eP, |[cos(2n-x) =cosx |[sen (2n-Xx) = -sen x

Tais relacOes sdo validas para todo nimero real x.

Exemplos

19) Reduzindo % ao 1° quadrante, temos:

T
5
=
A A
D D
4n T b1
sén — =sen —; C0s — =-C0S — ;
5 5
sen 4n sen *
4n 5 5 4n b
tg —= = =tg —=-tg —
g 5 ar T g 5 g 57
cos — —cos —
5 5
cotg ﬂ = 1 = = cotg — = —cotg ki
5 5
4n 1 b
sec — = = = sec — =-sec —
5 ar b1 57
COS — —CO0S —
5 5
4n 1 4n T
cossec — = = = Cc0Ssec — = cosseC —-
4n T 5 5
sen — sen 5

29) Reduzindo 220° ao 1° quadrante, temos:

cos 409

o[ -
c A sen 2209 A
220°
D D

sen 220° = -sen 40°; cos 220° = —cos 40°;

tg 220° = tg 40°; cotg 220° = cotg 40°;

sec 220° = -sec 40°; cossec 220° = —-cossec 40°;

39) Reduzindo 310° ao 1° quadrante, temos:

B
o
o
n
S
] = 5
C 0 A C S
i
™M
5
(2}
D 310°

sen 310° = -sen 50°; cos 310° = cos 50°;

tg 310° = -tg 50°; cotg 310° = -cotg 50°;

sec 310° = sec 50°; cossec 310° = —-cossec 50°;

RELACOES ENTRE ARCOS
COMPLEMENTARES

X
Considerando um arco de medida x, 0 < x < 2 sabemos
que seu arco complementar tem medida 5 ~x
No ciclo trigonométrico, temos:
n
2 r_
> X
PZ
P, X
X
m —— 0=2n
3
2

Pelas definicdes de seno e cosseno, temos:

P.(cos x, sen x) e P, [COS (; - X} sen (th - XJ]

Da congruéncia dos dois triangulos retangulos anteriores,
obtemos:

T T
sen [Z—XJ = COs X € cos (Z—XJ = sen X

Tais relagOes sdo validas para todo nimero real x.
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Funcoes tangente, cotangente, secante e cossecante

EXERCICIOS RESOLVIDOS

01.

02.

Provar que (1 + cotg? x)(1 - cos? x) = 1 para todo x real,
X #kn, k € Z.

Resolugéo:

(1 + cotg? x)(1 - cos? x) = cossec? (x).sen? (x)

1
= S—.sen*x =1
sen’® x

Provar que tg x + cotg x = sec (x).cossec (x) para todo x

real,x;t%, k € R.

Resolugéo:

senx  CoSX _ sen® X + cos” X

tg x + cotg x =
CosS X sen X COoS X.senx

1 11
COSs X.sen X CO0Ss X sen x

sec (x).cossec (x)

EXERCICIOS DE FIXACAO

01.

02.

03.

04.

05.

(UFTM-MG) Se 0 < x <7 e 3 cos (x) + sen (x) = 3, pode-se
afirmar que

A) tgx < -1 D)%Stgx<1
B) —lstgx<—% E) tgx>1
1 1
C) -= <tgx< =
)y sexs s

(UFOP-MG-2008) Se tg x = a, g < x < 1, ¢ CORRETO

afirmar que sen (x) + cos (x) vale

A) -1-a ) 1-a
Ji+a? Vi+a®
1+a -1+a

B D

) Ji+a? ) Ji+a?

(FUVEST-SP) Sea.é um éngulotalque 0 < o < gesen oa=a,

entdo tg (x - a) é igual a

2
A) — a D) — 1-a
V1i-a? a
2
B) a E) 1+a
V1-a?
2
Q) 1-a
a

(Cesgranrio) Se sen o = 1, entdo o valor de
3

sen (257 + o) — sen (88w - a) €

1 1 3 2
B) -= C) = D) - X= E) =
)-3 O3 D -3 ) 5

(UFJF-MG-2006) Dois angulos distintos, menores que
360°, tém, para seno, o mesmo valor positivo. A soma

A) 0

desses angulos ¢é igual a

A) 45° B) 90° C) 180° D) 270° E) 360°

EXERCICIOS PROPOSTOS

01.

02.

03.

04.

(Unifor-CE) O valor de tg 150° + 2 sen 120° - cos 330°

é igual a
V3

A) V3 D) %
B) —ﬁ E) ﬁ
2 6
3
C) 7

(FUVEST-SP) Qual das afirmagdes a seguir é
VERDADEIRA?

A) sen 210° < cos 210° < tg 210°

B) cos 210° < sen 210° < tg 210°

C) tg 210° < sen 210° < cos 210°

D) tg 210° < cos 210° < sen 210°

E) sen 210° < tg 210° < cos 210°

(UFG-G0O-2008) Dois observadores, situados nos pontos A
e B, a uma distancia d um do outro, como mostra a figura
a seguir, avistam um mesmo ponto no topo de um prédio
de altura H, sob um mesmo angulo @ com a horizontal.

Sabendo que o angulo ABC também mede 0 e
desconsiderando a altura dos observadores, a altura H
do prédio é dada pela expressdo
d 0
A) H= - sen |- | cos
) 2 [2] 0s 6

B) H =d cos 0 sen 6
d
C) H= Etgesene
d
D) H= Etgesece
0
E) H=dsen [EJ sec O

(UEL-PR) A fungdo dada por f(x) = (tg x)(cotg x) esta
definida se, e somente se,

A) x é um numero real qualquer.

B) x # k2x, sendo k € Z.

C) x # k=, sendo k € Z.

D) x =#k2—n, sendo k € Z.

E) x =#'%E, sendo k € Z.
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05.

06.

07.

08.

09.

10.

11.

12,

(Fatec-SP) Se x é um arco do 3° quadrante e cos x = —%,
entdo cossec x é igual a
5 3 3 4 5
A) -2 B) -= C) = D) = E) 2
)3 B ¢ O3 ) 5 ) 3
(PUC Minas) O arco que tem medida x em radianos é tal
que X < x <metgx=-/2.0 valor do sen x é
; sk B
3 6
N3 B2 oY b Y B2
3 3 2
(UEA-AM) Sabendo que sen x = % e que x estd no
19 quadrante, o valor de cotg x é
5 1 V5 \E J5
A) > B) 3 C) 3 D) 3 E) >
(UFPA) Qual das expressdes a seguir é idéntica a
1-sen’ (x)
cotg (x) sen (X)
A) sen x C) tgx E) cotg x
B) cos x D) cossec x
(UFRGS) Para todo x € }—g,g[ O valor de
(tg> x + 1)(sen2x - 1) é
A) -1 C) 1 E) -sec?x
B) 0 D) cos? x
(UFRN) A figura a seguir é composta de dois eixos
perpendiculares entre si, x e y, que se intersectam no
centro O de um circulo de raio 1, e outro eixo z, paralelo
a y e tangente ao circulo no ponto P. A semirreta OQ,
com Q pertencente a z, forma um angulo o. com o eixo y.
y z
Q
o
-1
e} P x
Podemos afirmar que o valor da medida do segmento PQ é
A) sec a B) tg a C) cotg a D) cos a
(FUVEST-SP) O dobro do seno de um angulo®, 0 < 6 < g,

é igual ao triplo do quadrado de sua tangente. Logo,
o valor de seu cosseno é

A) 2 B) 3 Q) 2 D)

1oy B
3 2 2 2 3

(Uscal-BA) Qualquer que seja o numero real x,
a expressdo cos* (x) — sen* (x) é equivalente a

A) sen? (x) -1 D) 2 - cos? x

B) 2 (sen x)(cos x) E) (sen (x) + cos (x)).cos x
C) 2cos?x -1

13.

(Cesgranrio) Se x é angulo agudo, tg (90° + x) é igual a
A) tg x C) -tgx E) 1+ tgx
B) cotg x D) -cotg x

SECAO ENEM

01.

02.

O lucro mensal de uma empresa, em reais, é dado por:
1000
nt
sec| —
6
Em que t representa os meses do ano. O lucro dessa
empresa, em reais, no més de fevereiro, € de

A) 9000 C) 10000 E) 11 000
B) 9 500 D) 10 500

L(t) = 10 000 +

Carlos, administrador de empresas, esta realizando um
trabalho de pesquisa sobre duas empresas concorrentes
A e B. Nesse trabalho, ele estd usando varias informagGes
sobre cada uma delas, como lucro mensal, quantidade
de funcionarios e de clientes.

O lucro ao longo de um ano de cada empresa, em milhares
de reais, é fornecido pela seguinte fungdo do tempo t, em
meses, sendo t = 1 correspondente ao més de janeiro:

it
L,(t) = 200 + 50.cos [E]

it
L (t) = 300 - 50.cossec [EJ

O orientador do trabalho de pesquisa de Carlos pediu

para ele fazer uma analise mensal sobre os lucros de

cada uma das empresas. Portanto, Carlos podera afirmar

que, no més de abril,

A) a empresa A lucrou R$ 20 000,00 a mais que a
empresa B.

B) a empresa B lucrou R$ 20 000,00 a mais que a
empresa A.

C) a empresa A lucrou R$ 25 000,00 a mais que a
empresa B.

D) a empresa B lucrou R$ 25 000,00 a mais que a
empresa A.

E) as duas empresas tiveram lucros iguais.

GABARITO
Fixacao

01. D 02. A 03. A 04. A 05. C

Propostos

01. E 04. D 07. E 10. C 13. D
02. B 05. A 08. B 11.
03. D 06. D 09. A 2, €

@

Secao Enem

01. D 02. C
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